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Kapitel 1: Einflhrung

Aufgabe 1.1: Merkmale

Geben Sie zu den folgenden Merkmalen Beispieldtistische Einheiten und
Merkmalsauspragungen an. Nennen Sie Merkmalsaali{gtiv, quantitativ), Merkmalstyy
(diskret, stetig) und Skalierung (hominal, ordinedydinal): a) Haarfarbe, b) Verdienst, ¢
Abiturnote in Mathe, d) Geschlecht, e) Beruf, fhttdewegungen in € pro Monat

LOosung:
Merkmal statistische Merkmals- Merkmalsart Skalierun
Einheiten (Beispiel) auspragungen (Beispiel) Merkmalstyp 9
Haarfarbe Manner im Alter schwarz, braun, ualitativ nominal
zwischen 60 und 65 blond, grau 9
. Studentische guantitativ .
Verdienst Hilfskrifte 7 — 12 €/Stunde diskret kardinal
Abiturnote in o :
Mathe Jahrgang 2000 0 — 15 Punkte qualitativ ordinal
Studenten der weiblich/ . .
Geschlecht HTWK mannlich qualitativ nominal
Beruf Mitglieder der FDP Arbeiter, A_\_nge'zstellte, qualitativ nominal
Selbstandiger
Kontobewegungen  Girokonten der guantitativ .
in € pro Monat Sparkasse Leipzig 1000€ diskret kardinal
Hinweise:

* Merkmal = Eigenschaft einer statistischen Einheit

» Statistische Einheit = Merkmalstrager, das zu soigtende Einzelobjekt

* Merkmalsauspragung = verschiedene Abstufungen gdatn oder Werte eines
Merkmals

* Qualitative Merkmale sind immer diskret, weil abtba@n viele Auspragungen
vorliegen. Daher wird nur bei quantitativen Merkerahach diskret und stetig
unterschieden.

» Ordinal skalierte Merkmale sind grundséatzlich quadiv, werden aber gerne als
guantitative Merkmale verwendet, wenn z.B. Durch#ténoten berechnet werden.

Aufgabe 1.2: Untersuchungen

Betrachten Sie die folgenden statistischen Unténsngen. Nennen Sie jeweils die statistis
Einheit und mégliche Merkmalsauspragungen. Welthenkmalstyp und welche Skalierun
liegen vor? Haben wir es mit qualitativen oder qui@tiven Merkmalen zu tun? Im Fall von
guantitativen Merkmalen, in welchen Einheiten vdrel Variable gemessen?

a) Eine Studie untersucht die Autos von MitarbeiteneegrofRen Firma. Erhoben
werden Baujahr, Herstellerland und Typ.

b) Ein Bericht einer Verbraucherschutzorganisationetigil Kihlschranke auf mit den
Merkmalen Marke, Kosten, Hohe, Breite, Tiefe, Jaimliche Energiekosten,
Gesamteinschatzung (gut, ausgezeichnet usw.) yvatt&®eranfalligkeit (Anzahl
notwendiger Reparaturen je Kihlschrank in den égtZtinf Jahren).

c) Das Umweltbundesamt analysiert den Kraftstoffveubravon Pkw. Folgende
Merkmale werden erhoben: Hersteller, Typ, GewiBl&, Verbrauch innerstadtisch,

che

\\

Verbrauch Autobahn.




Ldsung a)

statistische Merkmals- Merkmalsart .
Merkmal L . Skalierung
Einheiten auspréagungen Merkmalstyp
: . . quantitativ :
Baujahr Autos der Mitarbeiter 2007, 2008, 2009 diskret kardinal
Herstellerland Autos der Mitarbeiter Japan, USArikreich qualitativ nominal
Typ Autos der Mitarbeiter VW Golf, Ford Fiesta qualitativ nominal
Ldsung b)
statistische Merkmals- Merkmalsart . Maleinheit des
Merkmal e N Skalierung
Einheiten auspragungen Merkmalstyp Merkmals
Marke Kuhlschranke MleleAglgmens, qualitativ nominal -
Kosten Kihlschranke 200-1600 Euro qlij?glilrt:: v kardinal Euro
Hohe Kihlschranke 82-187 cm qu;r;ttlitganv kardinal cm
Breite Kuhlschranke 55-70 cm qu;r;ttlitganv kardinal cm
Tiefe Kuhlschranke 50-70 cm qugtr;ttlitgtw kardinal cm
Typ Kihlschranke  TL1400, TSE1423 qualitativ nominal -
Jahr'hche Kuhlschranke 28-167 €/ Jahr qugnntanv kardinal Euro
Energiekosten diskret
Gesamtein-\ ipischranke sehr gut — qualitativ ordinal -
schatzung ungeniugend
Reparatur- . N 1-5 Reparaturen/  quantitativ . Anzahl
anfalligkeit Kuhischranke Kuhlschrank diskret kardinal Reparaturen
Lésung c)
statistische Merkmals- Merkmalsart : MaReinheit
Merkmal Einheiten auspragungen Merkmalst Skalierung des
pragung yp Merkmals
Hersteller PKW VW, Toyota, Ford qualitativ nominal -
VW Golf, Ford o .
Typ PKW Fiesta qualitativ nominal -
Gewicht PKW 700-2200 kg guantitativ kardinal kg
Motorstarke PKW 45-450 PS quantitativ kardinal PS
Verbrauch . o : Liter /
innerstadtisch PKW 3.3-12.7 Liter guantitativ kardinal 100km
Verbrauch . o : Liter /
Autobahn PKW 4.5-16.8 Liter guantitativ kardinal 100km




Kapitel 2: Darstellung und Beschreibung qualitative Daten

Aufgabe 2.1: Kneipe

Eine Befragung von 25 Géasten in einer Kneipe efgédende Daten

ID Getranl Frat ID Getranl Fra. ID Getranl FraL
1 Bier 0 10 Wein 0 19 alkfrei 1
2 Mix 0 11 Wein 1 20 alkfrei 1
3 Wein 0 12 Wein 1 21 Mix 1
4 Bier 0 13 Wein 1 22 alkfrei 1
5 Bier 0 14 Mix 1 23 Wein 1
6 alkfrei 0 15 Mix 1 24 Wein 1
7 Bier 0 16 Bier 1 25 alkfrei 1
8 Bier 0 17 Mix 1

9 Bier 0 18 Mix 1

Dabei ist ,ID* die Nummer der/des Befragten. Erhobeurden die Merkmale ,Getrank” mit
den Auspragungen {alkfrei, Bier, Mix, Wein} und ,$8blecht“. Letztere wurde zur Variable
~Frau* umcodiert mit den Auspragungen {0, 1}, wolier Mann und 1 = Frau.
a) Ermitteln Sie die Haufigkeitsverteilung und den Me(ir das Merkmal ,Getrank".
Stellen Sie die Verteilung graphisch dar.
b) Erstellen Sie die Kontingenztabelle fir die gereaims Verteilung beider Merkmale.
c) Wie viel Prozent aller Frauen konsumieren alkol@#rGetranke? Welcher Anteil der
Befragten, die Wein konsumieren, sind Frauen?
d) Treffen Sie eine Aussage daruber, ob beide Merkstatstisch unabhangig
voneinander sind.

U

Ldsung a)

Haufigkeitsverteilung: Eine Haufigkeitsverteilunipigan, wie oft ein vorkommender Wert
(Merkmalsauspragung) auftritt. Dies kann beispieis& anhand einer Tabelle oder einer
Grafik veranschaulicht werden.

Anzahl

alkfrei Bier Mix Wein



Modus: Lagemal? fur qualitative Daten. Der ModuslistAuspragung des Merkmals mit der
grof3ten absoluten bzw. relativen Haufigkeit. In dalfe 1 sind die beiden haufigsten
Getranke ,Bier* und ,Wein“ mit einer Anzahl von Die Verteilung hat somit zwei Modi und
ist bimodal.

Lésung b)
Eine Kontingenztabelle stellt die gemeinsame Viemgl zweier (i.d.R. nominal skalierter)
Merkmale dar.

ngj Frau

Getrank O(Mann)1(Frau) >
Alkfrei 1 4 5
Bier 6 1 7
Mix 1 5 6
Wein 2 5 7

Y 10 15 25

Lésung c)

26.7% aller Frauen konsumieren alkoholfreie Getedkn diesen Wert zu berechnen, teilt
man die Anzahl der Frauen, die alkoholfreie Getedkdnsumieren, durch die Zahl der

Frauen(% = 0.267).
71.4% der Befragten, die Wein konsumieren, sindnﬁmﬁg = 0.714).

Ldsung d)

Statistische Unabhangigkeit ist nicht gegeben, dieibedingten Verteilungen des Merkmals
~Getrank” fur jedes Geschlecht nicht gleich undhicentisch der Randverteilungen sind.
Vergleiche hierzu die Definition statistischer Uhahgigkeit.

Die folgende Tabelle zeigt die bedingten relativiemteilungen (ll-|yj) fur das Merkmal

Getrank und die relative Randverteilurkg)(fir Getrank. Die drei Verteilungen unterscheiden
sich deutlich, die Abhangigkeit zwischen beiden Inealen ist recht grol3.

hily, Frau

Getrank O(Mann)1(Frau) h;
Alkfrei 0.1 0.267|0.20
Bier 0.6 0.067|0.28
Mix 0.1 0.3330.24
Wein 0.2 0.333/ 0.28

> 1 1 1

Alternativ kbnnte KK* berechnet werden (vgl. AbscHnl im Buch und Losung mit R:
Option 2).

Losung mit R

> # Generiere den Datensatz in R

>G <-c("Bier", "Mix", "Wein", "Bier", "Bier", "alkfrei", "Bier",

+ "Bier", "Bier", "Wein", "Wein", "Wein", "Wein", "Mix", "Mix",
+ "Bier", "Mix", "Mix", "alkfrei", "alkfr ei", "Mix", "alkfrei",

+ "Wein", "Wein", "alkfrei")

>F <-c(rep(0, 10), rep(1, 15))



> data <- data.frame(cbind(G, F)); data[1:5, ]
GF

1 Bier 0

2 Mix 0

3 Wein 0

4 Bier 0

5 Bier 0

> attach(data)

># a) und b)

> # Saulendiagramm

> barplot(table(G), ylab = "Anzahl") # absolute Hau

> barplot(prop.table(table(G)), ylab = "Anteil") #

>

> # Kontingenztabelle (addmargins(... fur Randverteil
> options(digits = 5) # auf drei Stellen gen
> t(addmargins(table(F, G))) # absolute Verteilung

F

G 0 1Sum

alkfrei 1 4 5

Bier 61 7

Mix 15 6

Wein 25 7

Sum 1015 25

> t(addmargins(prop.table(table(F, G)))) # relativ
F

G 0 1 Sum
alkfrei 0.04 0.16 0.20
Bier 0.24 0.04 0.28
Mix 0.04 0.200.24
Wein 0.08 0.20 0.28
Sum  0.40 0.60 1.00
>
> #d)
> # Option 1: Bedingte Verteilungen
> t(addmargins(prop.table(table(F, G), 1))) # bedin
F

G 0 1 Sum
alkfrei 0.100000 0.266667 0.366667
Bier 0.600000 0.066667 0.666667
Mix  0.100000 0.333333 0.433333
Wein 0.200000 0.333333 0.533333
Sum  1.000000 1.000000 2.000000
>
> # Die bedingten Verteilungen von G unterscheiden
> # von der Randverteilung => klares Indiz dafur, d
> # G und F nicht unabhangig voneinander sind!
>
> t(addmargins(prop.table(table(F, G), 2))) # bedin
F

G 0 1 Sum
alkfrei 0.20000 0.80000 1.00000
Bier 0.85714 0.14286 1.00000
Mix  0.16667 0.83333 1.00000
Wein 0.28571 0.71429 1.00000
Sum  1.50952 2.49048 4.00000
>
> # Option 2: Berechnung von KK* (vgl. Kap. 4)
> chisq.test(table(F, G)) # Syntax, um Chi-squared

Pearson's Chi-squared test

data: table(F, G)
X-squared = 8.67, df = 3, p-value = 0.034

Warning message:

In chisg.test(table(F, G)) : Chi-squared approximat
>QK <-8.67;m<-2;n<-25

> KK_star <- sgrt(QK*m/((QK + n)*(m - 1)))

figkeit ,Getrank”
relative Haufigkeit

ungen))
au
(Tabelle s. Lésung ohne R)

e Verteilung

gte Verteilung vertikal

sich deutlich
ass die Merkmale

gte Verteilung horizontal

= QK zu berechnen

ion may be incorrect



> KK_star # KK* = 0.718

[1] 0.71763

> # KK_star liegt im Intervall [0,1]. Bei O liegt p erfekte Unabhéngigkeit
> # vor, bei 1 perfekte Abhangigkeit. Daher ist die Abhangigkeit

> # zwischen beiden Merkmalen relativ grof3.

> barplot(table(G), ylab = "Anzahl") # absolute Hau figkeit ,Getrank”

Aufgabe 2.2: Kaufabsicht

Bei einer Befragung von 1443 Personen ergabenfeigende Ergebnisse fir die Merkmalé
LAltersgruppe” mit den Auspragungen {unter 20, 28 bnter 60, 60 und dartber} und
.Kaufabsicht* mit den Auspragungen {ja, nein}. 4Z2ilnehmer sind unter 20, davon
beabsichtigen 100 einen Kauf. 398 Teilnehmer smdlier von 20 bis unter 60, davon
beabsichtigen 201 einen Kauf. 623 Teilnehmer sihdr@l dartiber, davon wollen 500
kaufen.

a) Erstellen Sie mit diesen Angaben eine Kontingee#iader Merkmale Altersgruppe
und Kaufabsicht.

b) Welcher Anteil der Befragten ist 60 Jahre und alted hat eine Kaufabsicht?
Welcher Anteil der mindestens 60jahrigen hat einafbsicht? Wie viel Prozent de
Befragten, die keine Kaufabsicht haben, sind u2@sr

c) Treffen Sie eine Aussage dartber, ob beide Merkstatestisch unabhangig

1%

=

voneinander sind.

Ldsung a)
Folgende Werte fur die Kontingenztabelle sind lhergegeben:

n;; Kaufabsicht

Altersgruppe Ja Nein >
unter 20 100 422
20 bis unter 60 201 398
60 und darlber 500 623

3 1443

Mit Hilfe dieser Angaben lassen sich dann die dnigverte ermitteln:

n;j Kaufabsicht

Altersgruppe Ja Nein Y
unter 20 100 322| 422
20 bis unter 60 201 197 398
60 und dariiber 500 123 623

Y 801 642 1443

In relativen Haufigkeiten (zur Gesamtanzahl) ergibh folgende Tabelle:

hi; Kaufabsicht
Altersgruppe Ja Nein >
unter 20 0.06930.2231] 0.2924

20 bis unter 60 0.13930.1365 0.2758
60 und daruber 0.3469.0852 0.4317

> 0.5551 0.4449 1.0000




Ldsung b)

» Der Anteil der Befragten, die 60 Jahre und alted sind eine Kaufabsicht haben,
errechnet sich, indem man die Anzahl der mindesi@rgahrigen mit Kaufabsicht durch
die Gesamtanzahl der Befragten teilt: 500/144334&b = 34.65%.

» Der Anteil der mindestens 60-jahrigen, der einefilasicht hat (also eine bedingte
relative Haufigkeit), errechnet ausschlief3lich dudee Zeile ,60 und dartber”: 500/623 =
0.8026 = 80.26%.

» Der Anteil der unter 20-j&hrigen von den Befragbdne Kaufabsicht (also eine bedingte
relative Haufigkeit) berechnet sich folgendermal322/642 = 0.5016 = 50.16%.

Ldsung c)

Fur diese Aufgabe ermitteln wir zunachst die besingelativen Haufigkeiten.

Beispielhaft berechnen wir die bedingte Verteilfingdas Merkmal ,Altersgruppe”. Als
Bedingungen kommen hier nur die Auspragungen dekrvids ,Kaufabsicht®, {ja, nein}, in
Frage. Die einzelnen Wahrscheinlichkeiten werdethitfé der Kontingenztabelle wie folgt
berechnet:

0.0693 0.1393 0.3465
hAltersqrupp_elja - {0.5551 = 0.1248, 05551 0.2509, 05551 0'6542}
Es ergibt sich folgende Tabelle:
hiy, Kaufabsicht
Altersgruppe Ja Nein
unter 20 0.12480.5016

20 bis unter 60 0.25090.3069
60 und daruber 0.6242.1916

> 1.0000 1.0000

Statistische Unabhangigkeit zweier Merkmale istrdgageben, wenn die bedingten
Verteilungen eines Merkmals fir alle Kategorien dederen Merkmals identisch und gleich
der Randverteilung sind. Dies ist in dieser Aufgatehit der Fall, denn wir sehen, dass
Rastersgruppelja = £0.1248,0.2509,0.6242} # hyyersgruppeinein = {0.5016,0.3069,0.1916}

# Ratrersgruppe = 10.2924,0.2759,0.4317}

Die Verteilung des Merkmals ,Altersgruppe* variiatso, je nachdem, ob man die Gruppe
mit Kaufabsicht, ohne Kaufabsicht oder eine Altenpge gesamt betrachtet. Das gleiche
Resultat erhalten wir, wenn wir das Merkmal , Kaid@aht* betrachten:

W, Kaufabsicht
Altersgruppe Ja Nein >
Unter 20 0.23700.7630 1.0000

20 bis unter 6 0.505( 0.495(| 1.000(
60 und daruber 0.802@.1974 1.0000

Allerdings besitzt die Abhangigkeit nur mittleréafite (vgl. Lésung mit R, Berechnung von
KK*).

Losung mit R

> # a) Erstellen der Kontingenztabelle

> Altersgruppe <- c(rep("01: unter 20",422), rep("0 2: 20 bis unter 60",398),
+ rep("03: 60 und dariiber",623))



> Kaufabsicht <- ¢(rep("01: ja",100), rep("02: nein "322),

+ rep("01: ja",201), rep("02: nein ",197),
+ rep("01: ja",500), rep("02: nein "123))
> table(Altersgruppe, Kaufabsicht) # ab solute Haufigkeiten
Kaufabsicht
Altersgruppe 01: ja 02: nein
01: unter 20 100 322

02: 20 bisunter 60 201 197
03: 60 und dartiber 500 123

> addmargins(table(Altersgruppe, Kaufabsicht)) # mi t Randverteilungen
Kaufabsicht
Altersgruppe 01: ja 02: nein Sum
01: unter 20 100 322 422
02: 20 bisunter 60 201 197 398
03: 60 und dartiber 500 123 623

Sum 801 6421443
> options(digits = 3) # Be grenzung Stellen
> prop.table(table(Altersgruppe, Kaufabsicht)) # re lative Haufigkeiten
Kaufabsicht
Altersgruppe 01: ja 02: nein

01: unter 20 0.0693 0.2231
02: 20 bis unter 60 0.1393 0.1365
03: 60 und dartiber 0.3465 0.0852

> addmargins(prop.table(table(Altersgruppe, Kaufabs icht))) # mit Randvert.
Kaufabsicht
Altersgruppe 01: ja 02: nein  Sum
01: unter 20 0.0693 0.2231 0.2924
02: 20 bis unter 60 0.1393 0.1365 0.2758
03: 60 und dartiber 0.3465 0.0852 0.4317
Sum 0.5551 0.4449 1.0000
>
> # c) Berechnung von KK* (vgl. Kap. 4)
> chisq.test(table(Altersgruppe, Kaufabsicht))

Pearson's Chi-squared test

data: table(Altersgruppe, Kaufabsicht)
X-squared = 300, df = 2, p-value <2e-16

> QK <-300; m<-2; n<-1443

> KK_star <- sqrt(QK*m/((QK + n)*(m - 1)))
> KK_star

[1] 0.587

# => Mittelstarke Abh&ngigkeit

Aufgabe 2.3: HTWK Kalender

Beim Tag der offenen Tur an der HTWK Leipzig wurBieinehmer danach befragt, ob sie
den neuen HTWK-Kalender kaufen wirden. Bei dera@afig von 1415 Personen ergab si
folgende Kontingenztabelle fir die Merkmale ,Camgrsippe” und
~Kaufwahrscheinlichkeit".

n;; Kaufwahrscheinlichkeit

Campu-Gruppe gerinc mittel  hoct Y
Student 197 388 320 905
Mitarbeiter 103 137 98| 338
Alumni 20 18 18 56
Anwohner 13 58 45 116

> 333 601 481 1415




a) Welcher Anteil der Befragten sind Alumni?

b) Welcher Anteil der Befragten wird mit hoher Wahesalichkeit kaufen?

c) Welcher Anteil der Befragten, die mit hoher Wahesalichkeit kaufen, sind Alumni?

d) Welcher Anteil der Alumni wird mit hoher Wahrschielkeit kaufen?

e) Ermitteln Sie die Randverteilung fur das Merkmah@@as-Gruppe.

f) Ermitteln Sie die Verteilung fur das Merkmal Camgarsippe unter der Bedingung,
dass eine hohe Kaufwahrscheinlichkeit vorliegt.

g) Gibt es aus der Studie Evidenz dafir, dass manb&ch Verkauf des Kalenders auf
eine bestimmte Gruppe konzentrieren sollte?

Ldsung a)
Der Anteil der Alumnis an den Befragten errechigt siber die Randverteilung fur das
Merkmal Campus-Gruppe:

2% _ 0.0396 = 3.96%
1415

Ldsung b)
Der Anteil der Befragten, die mit hoher Wahrschehikteit kaufen, errechnet sich tber die

Randverteilung fur das Merkmal Kaufwahrscheinlidhike

481

o 0.3399 = 33.99%

Ldsung c)
Hier ist eine bedingte relative Haufigkeit gesu@ie Bedingung ist ,hohe
Kaufwahrscheinlichkeit”. Dazu betrachtet man nw 8palte der hohen

Kaufwahrscheinlichkeiterj% = 0.0374 = 3.74%

Losung d)
Auch hier liegt eine bedingte relative Haufigkeitr vDie Bedingung ist ,Alumni“. Dazu
betrachtet man nur die Zeile der Alumnis:

5 = 0.3214 = 32.14 %

Ldsung e)
Die Randverteilung fur das Merkmal Campus-Grupped®et sich Uber die Zahl der
Beobachtungen fur die Auspragungen von Campus-@rirpRelation zum

Stichprobenumfang:
905

Student: = =0.6396 = 63.96%

Mitarbeiter: % — 0.2389 = 23.89%

Alumni: 2% _ 0.0369 = 3.69%
1415

Anwohner: 2% = 0.0820 = 8.20%
1415

Lésung f)

Die Verteilung fur das Merkmal Campus-Gruppe bdidradKaufwahrscheinlichkeit berechnet
sich aus der Anzahl der Befragten der Campus-Gruppehoher Kaufwahrscheinlichkeit in

Relation zur Gesamtzahl an Beobachtungen mit hidaefwahrscheinlichkeit:

Student: 320 _ 0,665 = 66.5 %

481
98

Mitarbeiter: vl 0.204 = 20.4 %

Alumni: 28 _0.037=37%

481

10



Anwohner: :Tfl =0.094=94%

Ldsung Q)

Um die Frage beantworten zu kénnen, bietet sicivengleich der bedingten Verteilung von

Campus-Gruppe bei hoher KaufwahrscheinlichkeitAufgabe f) und der (unbedingten)

Randverteilung aus Aufgabe e) an. Die bedingteédlartg fur Campus-Gruppe ist praktisch

gleich der Randverteilung (dies gilt auch fir dediigungen mittlere und geringe

Kaufwahrscheinlichkeit). Dies lasst auf statistes¢inabhangigkeit schlieRen. Danach ist es

weitgehend unerheblich, welcher Campus-Gruppelmifragte Person angehort — die
Bereitschaft den Kalender zu kaufen ist die gleiéhas Potential, Kaufer zu gewinnen, ist

jedoch von Gruppe zu Gruppe unterschiedlich. Lemt aie Daten der Stichprobe zugrunde,

ist dieses bei den Studenten am grof3ten, gefofgthea Mitarbeitern. Darliber hinaus ware
zu klaren, welche Grundgesamtheiten vorhanden sind.

L6osung mit R
> Gruppe <- c(rep("01: Student",905),rep("02: Mitar beiter",338),
+ rep("03: Alumni“,56),rep("04: Anwohne r',116))
>
>W_keit <- c(rep("01: gering",197),rep("02: mittel ",388),
+ rep("03: hoch",320), rep("01: gering ",103),
+ rep("02: mittel",137),rep("03: hoch", 98),
+ rep("01: gering",20), rep("02: mittel "18),
+ rep("03: hoch",18), rep("01: gering " 13),
+ rep("02: mittel",58), rep("03: hoch", 45))
>
> addmargins(table(Gruppe, W_keit)) # abs. Haufig keiten mit Randvert.
W_keit
Gruppe 01: gering 02: mittel 03: hoch S um
01: Student 197 388 320 9 05
02: Mitarbeiter 103 137 98 3 38
03: Alumni 20 18 18 56
04: Anwohner 13 58 45 1 16
Sum 333 601 48114 15
> options(digits = 2) # Kontrolle der Ausgabe
> addmargins(prop.table(table(Gruppe, W_keit))) # rel. Haufigkeiten mit Randvert.
W_keit
Gruppe 01: gering 02: mittel 03: hoch Sum
01: Student 0.1392 0.2742 0.22610. 6396
02: Mitarbeiter  0.0728 0.0968 0.0693 0. 2389
03: Alumni 0.0141 0.0127 0.01270. 0396
04: Anwohner 0.0092 0.0410 0.03180. 0820
Sum 0.2353 0.4247 0.3399 1. 0000
> prop.table(table(Gruppe, W_keit), 2)  # bedin gte rel. Verteilung fir Gruppe
W_keit
Gruppe 01: gering 02: mittel 03: hoch
01: Student 0.592 0.646 0.665
02: Mitarbeiter  0.309  0.228 0.204
03: Alumni 0.060 0.030 0.037

04: Anwohner 0.039 0.097 0.094

Kapitel 3: Darstellung und Beschreibung quantitativer Daten

Aufgabe 3.1: Kaffee

Beim Nachwiegen von 25 verpackten Ein-Pfund-Pakesdéiee ergaben sich folgende Wer
(in g) fur die Variable Gewicht:
494, 497, 497, 488, 482, 498, 498, 499, 503, 599, 804, 508, 496, 502, 500, 499, 500, 5

502, 500, 499, 515, 501, 502.
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a) Zeichnen Sie ein Histogramm mit (i) der Klassertbrég und (ii) der Klassenbreite
29.
b) Berechnen Sie den Mittelwert und den Median deraéen Gewicht.

Losung a)
(i)

Gewichte von Kaffeepaketen (Klassenbreite = 1g)

E
S o - _—
5
g}
T
o J
[ I I I 1
480 490 500 510 520
Gewicht
(ii)
Gewichte von Kaffeepaketen (Klassenbreite = 2qg)
.
© 4
o 4
g 7 R
=
5
g}
T o -

[ I I I !
480 490 500 510 520

Gewicht
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Beim Histogramm ist zu beachten, dass die oberss€lzgrenze in das Intervall
eingeschlossen ist. Es wird also fur das Merkkhdle absolute Haufigkeit fiia, b] bzw.
a < X < b ausgegeben. Zum Beispiel gibt es nur mit 482 Bexmbachtung im Intervall
(480,482].

Ldsung b)

Z%S XGewicht 12501
X = = = 500.04
x n 25 g

Man summiert die 25 Werte auf und teilt sie durighAhzahl der Pakete (n = 25).
Das mittlere Gewicht einer Kaffeepackung betradt.60g.
nungerade => X[g5] = Xn+1 = X2541 = Xq3

2 2
Der Median wird hier durch den 13. von 25 Wertergdatellt in der Reihenfolge vom
kleinsten zum grof3ten Wert. Er betragt 500g.
Da die Verteilung ann&hernd symmetrisch ist, siretllddn und arithmetisches Mittel fast
identisch.
In dieser Aufgabe wurde bisher nur der Speziadfmes Histogramms, namlich gleiche
Klassenbreiten betrachtet. Angenommen nun, wiremodlin Histogramm mit folgenden
Klassenbreiten zeichnen: (480, 492], (492, 49616(%4604], (504, 508], (508, 520].
In diesem Fall ergabe sich dieses Histogramm

Histogram of Gewicht

0.04 0.06 0.08
1 1 ]

Haufigkeitsdichte

0.02
1

[ ] ]

[ T T T 1
480 490 500 510 520

0.00
|

Gewicht

Die Berechnung der Werte fur die Haufigkeitsdidkaen aus der R-Losung nachvollzogen
werden.

Man beachte: Bei absoluten Haufigkeiten je Klassein Vergleich mit den Haufigkeiten
anderer Klassen nur dann madglich, wenn gleichede¢lalsreiten vorliegen. Sind die Klassen
nicht gleich breit, wird im Histogramm die Haufigtselichte dargestellt und ist entsprechend
zu interpretieren.
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L6sung mit R
> #a) (i)
> # Einlesen des Datenvektors
> Gewicht <- c (494, 497, 497, 488, 482, 498, 498,
+ 503, 511, 499, 504, 508, 496, 502,
+ 500, 507, 502, 500, 499, 515, 501,
> # Zusammenfassung der wichtigsten Werte fiir die V
> summary(Gewicht)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
482 498 500 500 502 515
>
> # Histogramm mit der Klassenbreite = 1g (i)
> hist(Gewicht, breaks = seq(480, 520, 1), xlab ="
+ main = "Kaffeepakete (Klassenbreite = 1g)", ylab
>

> # a) (ii)
> # Histogramm mit Klassenbreite = 2g (ii)
> hist(Gewicht, breaks = seq(480, 520, 2), xlab ="
+ main = "Kaffeepakete (Klassenbreite = 2g)", ylab
>
> # Um die beiden Histogramme gegenuberzustellen un
> # benutzen wir den Befehl ,par*.
> # Alle Zeilen missen gemeinsam ausgefuihrt werden.
> par(mfrow = ¢(1,2)) # eine Zeile, zw
> hist(Gewicht, breaks = seq(480, 520, 1), xlab ="
+ main = "Klassenbreite = 19", ylab = "Héaufigkeit")
> hist(Gewicht, breaks = seq(480, 520, 2), xlab ="
+ main = "Klassenbreite = 29", ylab = "Héaufigkeit")
> par(mfrow = ¢(1,1)) # Standardeinste
>
> #Db)
> # Der Median und das arithmetische Mittel der Var
> # entweder gemeinsam mit der Funktion summary() a
> # einzeln mit mean() oder median().
> summary(Gewicht)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
482 498 500 500 502 515
> mean(Gewicht)
[1] 500
> median(Gewicht)
[1] 500

> # Erganzung zur Aufgabe
> # Histogramm mit unterschiedlichen Klassenbreiten
> hist(Gewicht, breaks = c(480, 492, 496, 504, 508,
+ xlab = "Gewicht in g", ylab = "Haufigkeitsdichte"
>
> # Ausgabe absolute Klassenhaufigkeit n_K, relativ
> # und der Haufigkeitsdichte density
> n <- length(Gewicht)
> Gewicht_int <- cut(Gewicht, breaks = c(480, 492,
> n_K <- table(Gewicht_int); n_K
Gewicht_int
(480,492] (492,496] (496,504] (504,508] (508,520]

2 2 17 2 2

>
>h_K<-n_K/n
> delta <- ¢(12, 4, 8, 4, 12)
> density <- h_K/delta
> data.frame(n_K) # Ausgabe absolute Klassenhau
Gewicht_int Freq
(480,492] 2
(492,496] 2
(496,504] 17
(504,508] 2
(508,520] 2
data.frame(h_K) # Ausgabe relative Klassenh&u

VOoabhwNPE

14

499,

500, 499,

502)

ariable Gewicht.

Gewichtin g",
= "Haufigkeit")

Gewichtin g",
= "Haufigkeit")

d vergleichen zu kénnen
ei Spalten

Gewichtin g",
Gewichtin g",

llung

iablen kénnen
usgegeben werden oder

520),
)

e Klassenhaufigkeit h_k

496, 504, 508, 520))

figkeit

figkeit



Gewicht_int Freq

1 (480,492]0.08

2 (492,496] 0.08

3 (496,504] 0.68

4 (504,508] 0.08

5 (508,520] 0.08

> data.frame(density) # Ausgabe Haufigkeitsdichte
Gewicht_int Freq

1 (480,492] 0.006666667

2 (492,496] 0.020000000

3 (496,504] 0.085000000

4 (504,508] 0.020000000

5 (508,520] 0.006666667

>

> # Flachen des Histogramms sind = 1

> 12*0.00666667 + 4*0.02 + 8*0.085 + 4*0.02 + 12*0. 00666667

[1]1

Aufgabe 3.2: Anleihen der 6ffentlichen Hand

Der Sachverstandigenrat zur Begutachtung der gesatathaftlichen Entwicklung
veroffentlicht die jahrliche Verzinsung von Anlailger 6ffentlichen Hand in der Periode
2002 bis 2011.

2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011
4.6 3.8 3.7 3.2 3.7 4.3 4.0 3.1 2.4 2.4

Berechnen Sie die durchschnittliche jahrliche \fesang der Anleihen von 2002 bis 2011.

LOsung
Die Merkmalsauspragungen (hier die Wachstumsfakjas®md multiplikativ miteinander
verknUpft. Daher erfolgt die Berechnung durch desngetrische Mittel.

Gy = X1 Xy " Xp,

Gy = '3/1.046 * 1.038 * 1.037 * 1.032 * 1.037 * 1.043 * 1.040 = 1.031  1.024 * 1.024

Gy = 1.0352

Die durchschnittliche jahrliche Verzinsung betrdgher 1.0352 — 1 = 0.0352 oder 3.52%.
Man beachte, dass die Wachstumfaktoren in der Hdiméy eingesetzt werden missen und
nicht die Wachstumsraten.

Losung mit R
> (1.046%1.038*1.037*1.032*1.037*1.043*1.040%1.031* 1.024*1.024)N(1/10) - 1
[1] 0.0352

Aufgabe 3.3: Umsatz

Der Umsatz eines Unternehmens entwickelte siclernidhren 2011 bis 2014 jeweils mit
folgenden jahrlichen Wachstumsraten

Jahr 2011 2012 2013 2014

Umsatzénderung in % 8 15 -4 12
Berechnen Sie sowohl das geometrische als auchrdbmetische Mittel der
Wachstumsraten. Vergleich und Interpretation.

LOosung

Der durchschnittliche Wachstumsfaktor, berechnétiein arithmetischen Mittel, ist
_ 1.084+1.154+0.96+1.12

Tt - P - 10775

Mit dem geometrischen Mittel ergibt sich dagegen
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Gr, = X1 " Xp " " Xy

Gy, = V1.08 » 1.15 % 0.96 x 1.12

Gy, = 1.075

Das arithmetische Mittel (durchschnittliche Wachssuvate 7.75%) wirde in diesem Fall zu
hoheren Werten/Umsétzen fuhren als das geometriditted (7.5%). Dies ist kein Zufall. Es
gilt, dass das geometrische Mittel fur jede Vaeait nur positiven und sich
unterscheidenden Werten stets kleiner ist als dsreetische Mittel.

Losung mit R

> # arithmisches Mittel der Wachstumsraten

> (1.08 +1.15+0.96 + 1.12)/4 - 1

[1] 0.0775

>

> # geometrisches Mittel der Wachstumsraten
> (1.08*1.15%0.96*1.12)\(1/4) - 1

[1] 0.075

Aufgabe 3.4: Theorie

a) Beweisen Sie den folgenden Satz: Keine anderehaakline kleinere Summe quadrierter
Abweichungen von vorgegebenen Ausgangsdaten &s ddathmetisches Mittel.
Hinweis: Suchen Sie die Zahl d, die die Summe uledrierten Abweichungen von den
Ausgangsdaten minimiert.

b) Zeigen Sie fun = 2 (z.B. fUr die Variablen; undx, mitx; > 0, x, > 0), dass folgende
Zusammenhang gilt, < x.

~

Ldsung a)

Wir suchen die Zahl d, die die Summe der quadnefieweichungen von den
Ausgangsdatem; minimiert:

ming Y, (x; — d)?

Y (x;—d)?
2D = 2506 — d)(-1) =0

Yx;i—2d=0 = Yx;=nd > d= %le-
Wie man sieht: Die Zahd ist das arithmetische Mittel.

Losung b)

Das geometrische Mittel ist fur jede Variable mit positiven Werten stets kleiner als das
arithmetische Mittel, es sei denn, alle Werte gjleich. Wir stellen diese Ungleichheit fur die
Wertex; undx, auf:

xl;xz = 2Vx1x; < xp+x, = 4xx, < (x14x,)2
(x1+x5)% —4x1x, = 0 = x% + 2x,x, + x5 — 4x,x, = 0

X2 —2xx, + x5 2 0= (x; —x,)2 >0

Der Term(x; — x,)? ist nie negativ, damit ist die Behauptung fiir belje Werter; > 0,
x, > 0 bewiesen.

X1Xo <
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Aufgabe 3.5: Weinanbau

Weinanbau.Das abgebildete Histogramm zeigt die Flache vah \M@inbergen in einer
spanischen Weinanbauprovinz.

(@]
™

Lo
N

Zahl Weinberge
15
|

o M —

T

T 1
0 50 100 150
Flache in Hektar

a) Beschreiben Sie die Verteilung der Flache.
b) Welches Lagemal’ wirden Sie zur Beschreibunglédeine heranziehen? Begrindung.

Losung a)

Das Histogramm zeigt die Verteilung der WeinbergemGro3enklassen der Breite 20ha.
Die Verteilung kann als linkssteil bzw. rechtssélieschrieben werden, da die Klassen mit
den relativ kleinen Werten stérker besetzt sindl@d<lassen mit relativ grof3en Werten.

Ldsung b)

Der Medianx( 5) ist das besser geeignete Lagemaf. Das arithmetidictel x wirde im
Falle einer schiefen Verteilung zu stark verzeetden, der Median erweist sich diesen
gegenuber als weniger anfallig. Hierist xpg s

Aufgabe 3.6: Varianz

Beweisen Sie die Formel fur die Varianzberechnindpaten aus einer Haufigkeits-
verteilung:

1ok —
sx = =i (i — X)*m; = Zl L xing — %
LOosung
Herleitung
sX——Zl 1x n; ——Zle 1xlnl+ Zl 1N X
k
= Zl 1x n; — Zle 1 X h+x2=Y5

= Zl Lxfn; — 2%% + X2 Z{‘lh- = Zl LxPn —2%% + %21
= Zl Lxfn; — 22 +'2—n i‘lxnl—x

Man beachte, dasle n; =YK h =1 gilt.
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Aufgabe 3.7: Training

Eine Studie untersucht den Effekt regelméafigemirrgs auf die Herzfrequenz von
Mitarbeitern einer Firma. An der Studie nehmen Z@akbeiter im Alter von 30 bis 40 Jahre
teil, wobei sich die Halfte als ,trainiert” bezeicket und die Ubrigen als ,untrainiert®. Nach
einer Belastung (15-mindtiger lockerer Lauf) wire tHerzfrequenz (in Anzahl Herzschlage
pro Minute) der Mitarbeiter gemessen. Es ergebeh die folgenden Daten:

1%

trainiert: 120 134 106 157 144 133 116 128 140 123
untrainiert: 135 140 136 147 154 153 136 138 165 155

Vergleichen Sie beide Gruppen mit Hilfe zweier Batsp Interpretieren Sie die Angaben aus
den Boxplots.

Lésung

Die funf Zahlen, die fur die Boxplots nétig sinthédmin, Q4, Xpeq, @3 Undmax. Wir
ermitteln fir ,trainiert” die Quartile folgendermef®: Die geordnete Reihe ist

106, 116, 120, 123, 128, 133, 134, 140, 144, 157

Der Median isteyoq = 128413 — 130.5

Dieser Wert teilt die oben und unteren 50% in zZMé&iften. Fur jede Halfte ist wieder der
Median zu ermitteln, so ergibt sigh = 120 undQ; = 140.

Wir erhalten also die Werte:

J[rainiert: min = 106, Q, = 120, xp.q = 130.5,Q; = 140, max = 157

Luntrainiert”: min = 135,Q, = 136, xy.q = 143.5,Q; = 154, max = 165.

Die Erstellung der Boxplots erfolgt in flinf Scheitt

(i) Das Diagramm eines Boxplots hat nur eine Ausriohtdentweder vertikal oder
horizontal. In dieser Ausrichtung wird zunéchsieeikthse Uber den gesamten Daten-
bereich eingezeichnet.

(i) Es wird ein Viereck (,Box") eingezeichnet, welchssh vom 1. Quatrtil bis zum 3.
Quiartil ausdehnt und vom Median durch eine Linieifewird.

(iif) Zwei Begrenzungen werden markiert (abmhtim spateren Boxplot eingezeichnet);
eine Begrenzung liedt5 - IQA oberhalb des 3. Quartils, die andere liegt- IQA
unterhalb des 1. Quartils.

(iv) Kleine Begrenzungslinien (sog. Whisker), die vond&der Box bis zum grofiten
bzw. kleinsten Werinnerhalbder Begrenzung gehen, werden dann eingezeichnet.
Datenpunkte auf3erhalb der Begrenzung werdet mit den Whiskern verbunden.

(v) Alle Werte, die jenseits der Whisker liegen, werdésAusreil3erindividuell gekenn-
zeichnet, z.B. durch einen Punkt.
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Herzfrequenzen von Mitarbeitern

160
1

150
1

140
1

Schlége in Minuten
130
!

T T
trainiert untrainiert

Der Median der untrainierten Gruppe liegt deuthéiner als der Median der trainierten
Gruppe. Die mittleren 50% der trainierten (untrasten) Mitarbeiter haben eine Herzfrequenz
zwischen 120 und 140 (136 und 154) Herzschlagemmate.

Die Verteilung der Frequenzen der trainierten Mbiégter ist relativ symmetrisch, wohingegen
die Frequenzen der untrainierten Gruppe ungleiclgeéferteilt ist (rechtsschiefe
Verteilung). Fur Trainierte ist die gesamte Stregigri3er als fur Untrainierte (grol3ere

Distanz zwischen den Whisker).

Interpretation: Bei manchen wirkt das Training, &ederen wirkt es nicht. Im Mittel
(Median) hat Training aber einen senkenden Effaktlée Herzfrequenz.

Losung mit R

> # Eingabe der Werte flr trainierte und untrainier
> trainiert <- c(120, 134, 106, 157, 144, 133, 11
> untrainiert <- ¢(135, 140, 136, 147, 154, 153, 13
>

> boxplot(trainiert, untrainiert, names = c("traini

+ ylab = "Schlage in Minuten", main = "Herzfrequenz
>

> # Die wesentlichen Angaben fiir den Boxplot

> boxplot.stats(trainiert, do.conf = FALSE, do.out
$stats

[1] 106.0 120.0 130.5 140.0 157.0

$n
[1] 10

$conf
NULL

$out
numeric(0)

> boxplot.stats(untrainiert, do.conf = FALSE, do.ou

$stats
[1] 135.0 136.0 143.5 154.0 165.0
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$n
[1] 10

$conf
NULL

$out
numeric(0)

> quantile(trainiert, type = 2) # Quantile fur de n Boxplot
0% 25% 50% 75% 100%

106.0 120.0 130.5 140.0 157.0

> quantile(untrainiert, type = 2) # Quantile fir de n Boxplot
0% 25% 50% 75% 100%

135.0 136.0 143.5 154.0 165.0

>

> # Bestimmung der Quantile Uber die Verteilungsfun ktion F

> plot.ecdf(trainiert)

> abline(h = ¢(0.25, 0.5, 0.75), Ity = 2)

> abline(v = ¢(120.0, 130.5, 140.0), Ity = 2)

>

> plot.ecdf(untrainiert)

> abline(h = ¢(0.25, 0.5, 0.75), Ity = 2)

> abline(v = ¢(136.0, 143.5, 154.0), Ity = 2)

Aufgabe 3.8 Verzinsung

Abgebildet ist die empirische Verteilungsfunktibfiir den monatlichen Ertrag von
ausgewahlten Investmentfonds flr die Periode 1$¥2il0.

Q
—

@
o

0.4

kumulierte relative Haufigkeit H
0.2

T T T T

-10 0 10 20
Ertrag in Prozent

Schatzen und interpretieren Sie a) den Medianas)d und 3. Quatrtil; ¢) die Spannweite

und d) den IQA.

Ldsung a)
Der Medianxos] = xumeq, €I dem mindestens 50% kleiner oder gleigh, sind und
mindestens 50% grolRer oder gleigh.; sind, betragt rund 3%.

Lésung b)

Der Wert fur das erste Quarl,, bei dem mindestens 25% kleiner oder gleigtsiQd,
betragt ca. -1%. Der Wert fur das dritte Quagti] bei dem mindestens 25% grof3er oder
gleich Q5 sind, betragt ca. 8%.
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Ldsung c)
Die Spannweite betragt ca. 35% (20 - (-15) = 3%¢s0st die Differenz zwischen dem
grof3ten und dem kleinsten Wert.

Ldsung d)
Der Interquartilsabstand betragt ca. 9% € Qs). In einem Intervall dieser Breite liegen die
mittleren 50% der Beobachtungen.

Kapitel 4: Assoziation und Korrelation

Aufgabe 4.1: Korrigierter Kontingenzkoeffizient

Berechnen Sie fir die Kontingenztabellen in Bspud Aufgabe 2.1:
a) die Quadratische Kontingenz QK und den korrigiett@mtingenzkoeffizienten KK*,
b) Interpretieren Sie KK*,

L6sung fur Bsp. 2.2)
Die Kontingenztabelle mit absoluten und relativeiufigkeiten sind im Folgenden
dargestellt:

n; Geschlecht hy; Geschlecht

Journal Frau Mann > Journal Frau Mann Y
Cosmopolitan 45 5 50 Cosmopolitan 0.45 0.05[ 0.50
Economist 5 10 15 Economist 0.05 0.10{ 0.15
Sports lllustrated 10 25 35 Sports lllustrated 0.10 0.25[ 0.35
> 60 40 100 Y 0.60 040 1.00

Fur die Berechnung der quadratischen Kontingenzttedmwir zunachst die erwarteten
absoluten Werte bei statistischer Unabhangigkegr2d wird die absolute Zeilenhaufigkeit
mit der absoluten Spaltenhaufigkeit multiplizienudurch die Gesamtzahl dividiert, d.h.
Eij — nl‘;:l"]

Cosmopolitan N Frau = 50 * 60/100 = 30

Cosmopolitan N Mann = 50 * 40/100 = 20

Economist N Frau = 15*60/100 =9

Economist N Mann = 15 *40/100 = 6

Sports Illustrated N Frau = 15 x60/100 = 21

Sports Illustrated N Mann = 15 x40/100 = 14

Es entsteht folgende Tabelle:

E; Geschlecht

Journal Frau Mann >
Cosmopolitan 30 20 50
Economist 9 6 15
Sports lllustrated 21 14 35

Y 60 40 100

Nun koénnen wir die Quadratische Kontingegh# ermitteln mithilfe folgender Formel:

_ (y-Ey)
QK = B
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Zeilei,Spaltej nyj E; (ny — Ey)*/Ey

1,1 45 30 7.50
1,2 5 20 11.25
2,1 5 9 1.78
2,2 10 6 2.67
3,1 10 21 5.76
3,2 25 14 8.64

QK = 37.60

Zur Berechnung voK K™ benétigen wir nocln, die kleinere Zahl der Zeilen- und
Spaltenzahl in der Kontingenztabelle undlie Anzahl der Beobachtungen. Im Beispiel
haben wir drei Zeilen und zwei Spalten, dih= 2. Damit lasst sich der korrigierte
Kontingenzkoeffizient berechnen mit

. QK-m _ 37.60-2 _
KK™ = \/(QK+n)(m—1) - \/(37.60+100)(2—1) =074

Ldsung b)

KK* gibt ein auf das Intervall [0,1] normiertes M&l¥ die Starke des Zusammenhangs von
zwei kategorial skalierten Merkmalen an. Im voréaden Fall kann man von einem relativ
starken Zusammenhang zwischen den Merkmalen Gebthied Zeitschriftenpraferenz
ausgehen. Aus KK* lasst sich im Allgemeinen keinesgage Uber die Richtung des
Zusammenhangs sagen — in diesem Fall aber schamwdekdnnen davon ausgehen, dass
das Geschlecht die Zeitschriftenpraferenz beeisfflusd nicht umgekehrt.

Losung mit R
> # Einlesen des Datensatzes von Bsp. 2.2
> # Kontingenztabelle erstellen:
> # Daten aus Bsp. 2.1 sind identisch zu Bsp. 2.2
> data <- read.csv("Bsp._2.1.csv") # Einlesen des D atensatzes
> attach(data) # Objekt "data" an de n Suchpfad binden
> addmargins(prop.table(table(Journal, Geschlecht)) )
Geschlecht
Journal Frau Mann Sum
Cosmopolitan 0.45 0.05 0.50
Economist 0.050.10 0.15
Sports lllustrated 0.10 0.25 0.35
Sum 0.60 0.40 1.00

> # Quadratische Kontingenz QK
> # Alternative 1:
> # Berechnung der erwarteten Werte bei statistisch er Unabhangigkeit
> EXP <- chisg.test(table(Journal, Geschlecht)) # h ier absolut
> EXP$expected
Geschlecht

Journal Frau Mann

Cosmopolitan 30 20

Economist 9 6

Sports lllustrated 21 14
>
> RES <- EXP$residuals # => (nij — Eij)/sqrt(Eij)

> RES
Geschlecht
Journal Frau Mann
Cosmopolitan 2.738613 -3.354102
Economist -1.333333 1.632993

Sports lllustrated -2.400397 2.939874
>

> QK <- sum(RES"2) # ergibt QK
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> QK

[1] 37.59921

>

> # Alternative 2:

> # Mehr zum Unabhangigkeitstest in Kap. 12
> chisq.test(table(Journal, Geschlecht))

Pearson's Chi-squared test

data: table(Journal, Geschlecht)
X-squared = 37.599, df = 2, p-value = 6.846e-09

> # Berechnung Kontingenzkoeffizient KK*

>m<-2 # => Zeilenzahl (Gender) < Spal tenzahl (Journal) =>m =2
>n<-100 # Anzahl der Beobachtungen

> QK <- 37.60# Vektor mit QK

>

> KK_star <- sqrt((QK / (QK + n)) * (m / (m - 1)))

> KK_star

[1] 0.7392642

Lésung fur Aufgabe 2.1)

# Getrank Frau # Getrank Frau
1 Bier O 14 Mix 1

2 Mix O 15 Mix 1

3 Wein O 16 Bier 1
4 Bier 0 17 Mix 1

5 Bier 0 18 Mix 1

6 alkfrei O 19 alkfrei 1

7 Bier 0 20 alkfrei 1

8 Bier 0 21 Mix 1

9 Bier O 22 alkfrei 1
10 Wein O 23 Wein 1
11 Wein 1 24 Wein 1
12 Wein 1 25 alkfrei 1
13 Wein 1

Tabelle aus 2.1

Ldsung a)
Zunachst erstellen wir die Kontingenztabelle mit dbsoluten Haufigkeiten:

n;; Frau

Getrdnk O(Mann)1(Frau) >
Alkfrei 1 4 5
Bier 6 1 7
Mix 1 5 6
Wein 2 5 7

> 10 15 25

Nun berechnen wir wie im Bsp. 2.2 die Erwartungsevbei statistischer Unabhangigkeit
mithilfe der Randverteilungen:

alkfrei N Mann = 10 * 25—5 =2.0
alkfrei N Frau = 15 *% = 3.0
Bier N Mann = 10 *% = 2.8
Bier N Frau = 15 * % =4.2

Mix n Mann = 10 *% = 2.4
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Mix N Frau =15 *% =3.6
Wein N Mann = 10 x % =28
Wein N Frau = 15 * % =4.2
Es entsteht folgende Tabelle:

E; Frau

Getrank O(Mann)1(Frau) Y
Alkfrei 2.0 3.0 5.0
Bier 2.8 42| 7.0
Mix 2.4 3.6| 6.0
Wein 2.8 42| 7.0

Y 10.0 15.0 25.0

Nun koénnen wir die Quadratische Kontingenz ermittaithilfe folgender Formel:
QK = ¥ (n;; — Eij)?/Ey;

Zeilei,Spaltej n;; Ey (n; — Ej )Z/Eij

11 1 2.0 0.5000
1,2 4 3.0 0.3333
2,1 6 2.8 3.6571
2,2 1 4.2 2.4381
3,1 1 2.4 0.8167
3,2 5 3.6 0.5444
4,1 2 2.8 0.2286
4,2 5 4.2 0.1524

QK = 8.6706

Wie in der vorherigen Aufgabe bendétigen wir zur&s#mung vorKK* nochm, die kleinere
Zahl der Zeilen- und Spaltenzahl in der Kontingabetle undh, die Anzahl der
Beobachtungen.

KK* =\/ 0K‘m _\/ 8.67062 — 07177

(QK+n)(m—-1) 4 (8.6706+25)(2—1)
Somit betragt die quadratische Kontingenz 8.67@bdear korrigierte Kontingenzkoeffizient
0.7177.

Ldsung b)

Im vorliegenden Fall liegt ein relativ starker Zosaenhang zwischen den nominal skalierten
Merkmalen Getrank und Frau vor. Das heil3t, dassdfrand Manner deutlich
unterschiedliche Praferenzen fur Getranke besienst bei Frauen Wein relativ beliebter,
Manner modgen hingegen Bier mehr als Frauen.

L6sung mit R

> # a) Kontingenztabelle erstellen:

> Getrank <- c("Bier", "Mix", "Wein", "Bier", "Bier ", "alkfrei", "Bier",

+ "Bier", "Bier", "Wein", "Wein", "Wei n", "Wein", "Mix", "Mix",
+ "Bier", "Mix", "Mix", "alkfrei", " alkfrei", "Mix", "alkfrei",
+ "Wein", "Wein", "alkfrei")

> Frau <-¢(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1,1,1,1,1,1)
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> addmargins(table(Getrank, Frau))
Frau
Getrdnk 0 1 Sum
alkfrei 1 4 5
Bier 61 7
Mix 15 6
Wein 25 7
Sum 1015 25
>
> # Quadratische Kontingenz QK
> # Alternative 1:
> # Berechnung der erwarteten Werte bei statistisch
> EXP <- chisq.test(table(Getrank, Frau))
Warning message:
In chisq.test(table(Getrank, Frau)) :
Chi-squared approximation may be incorrect

> EXP$expected
Frau
Getrank 0 1
alkfrei 2.0 3.0
Bier 2.84.2
Mix 2.43.6
Wein 2.84.2
>
> RES <- EXP$residuals # => (nij — Eij)/sqrt(Eij)
> RES
Frau
Getrank 0 1
alkfrei -0.7071068 0.5773503
Bier 1.9123658 -1.5614401
Mix -0.9036961 0.7378648
Wein -0.4780914 0.3903600
>
> QK <- sum(RES”2) # ergibt QK
> QK
[1] 8.670635
>

> # Alternative 2:
> # Mehr zum Test auf Unabhangigkeit in Kap. 12
> chisq.test(table(Getrank, Frau))

Pearson's Chi-squared test

data: table(Getrank, Frau)
X-squared = 8.6706, df = 3, p-value = 0.03401

Warning message:

In chisg.test(table(Getrank, Frau)) :
Chi-squared approximation may be incorrect

>

> # Kontingenzkoeffizient KK_star

>m <- 2 # => Spaltenzahl (Frau) < Zeilenzahl

>n <-25 # Anzahl der Beobachtungen

> QK <- 8.67 # Vektor mit QK

> KK_star <- sqrt((QK / (QK + n)) * (m / (m - 1)))

> KK_star

[1] 0.717634
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Aufgabe 4.2: Kovarianz
Gegeben seien drei Variablen: X ={1,2,4,5}7Y5,1,1,5} und ¥ = {5,4,1,2}.
a) Berechnen Sie die Varianzen der drei Variablen diedkovarianzermyy, undcyy, .
b) Stellen Sie den Zusammenhang zwischen Xusowie zwischen X urid in
einem Streudiagramm graphisch dar. Zeichnen Sieijgwas arithmetische Mittel
beider Variablen in das Streudiagramm ein. Welchssage hinsichtlich des
Zusammenhangs zwischen X Whdowie zwischen X uid kbnnen Sie treffen?
c) Uberprifen Sie (4.15) anhand der Daten. Interpiietat

Ldsung a)
Die Varianz berechnet man mithilfe folgender Forngl= =¥™  (x; — %)2.
n
.. . . vyt . . 1 _ —
Fir die Kovarianz benétigen wir folgende Gleichung: = ;Z?ﬂ(xi — ) (y; — ¥).
Zur vereinfachten Berechnung ermitteln wir folgenderte: ¢ = 3,y; =y, = 3,n = 4)

i Xi ", Y, X —X v, -1 Y, — Y
1 1 5 5 2 2 2

2 2 1 4 -1 -2 1
3 4 1 2 1 ) -1
4 5 5 1 2 2 -2

L X =X?% | (0, =T | (B, —-F) | =X, —1)? | (Xi=X)(Y — 1)?
1 4 4 4 4 -4

2 1 4 1 2 -1

3 1 4 1 2 -1

4 4 4 4 4 -4

> 10 16 10 0 -10

Mithilfe der Ergebnisse in der Tabelle kdnnen winrdie Varianzen der drei Variablen und

die Kovarianzertyy, undcyy, berechnen:
1

SX Z% i(n — 0% = ;(10) =25

sf = =30, (yy, — )P = £ (16) = 4

sy, = %Z?:l(yZi —¥2)? = %(10) =25

G = 230 06— D) (i — 7) =2 (0) = 0

Cxy, = %Z?=1(xi — 02 —¥) :%(—10) =-25
Losung b)

Zusammenhang zwisch&hundY;:
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Es gibt einen naherungsweise quadratischen Zusahangrzwischen beiden Variablen. Die
Kovarianz ist 0, weil alle vier Quadranten gleicl$iggbesetzt sind. In jedem Quadranten
befindet sich genau ein Datenpunkt.

Zusammenhang zwischen X urd
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Es gibt einen starken negativen linearen Zusamnmgniaischen beiden Variablen. Das
bestétigt auch die Kovarianz, die hier negativ alits¢2.5).
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Ldsung c)

X Y, Y, X+Y, X+Y,
1 5 5 6 6
2 1 4 3 6
4 1 2 5 6
5 5 1 10 6

X+v,=6, X+YV,=6, n=4

Fur die Varianz der Summe (gem. 4.15 im Buch) gilt:

SZ.y = SE+sE+ 2cxy

Somit gilt zu prufen fuX undY;:

SHiv, = ~ T+ 1) —6)? ==(0+9+1+16) == == =65

Sx + sy, =65=cyy, =0

Bedingung (4.15) ist erfullt.

Die Kovarianz ist hier Null, es liegt keine lineakbhéangigkeit vor. Dennoch kénnen wir
nicht schliel3en, dass beide Variablen unabhangigiwander sind (vgl. Streudiagramm)!
Fur X undY,:

1 1
Skvr, = 2= +¥2) —6)2 =5(0+0+0+0) =0
Sk+v, = Sg + 57, + 2¢xy,
0=(2.5425)+(2x(-2.5))
Bedingung (4.15) ist erfullt.
Die Kovarianz ist negativ, es liegt eine negatimedre Abhangigkeit vor.

Losung mit R

> #a)

>X <-¢(1,2,4,5)

>Y1<-c¢(51,1,5)

>Y2<-¢(54,2,1)

> MX <- mean(X)

> MY1 <- mean(Y1)

> MY2 <- mean(Y2)

>n <-length(X)# Anzahl der Elemente in den Vekt oren X, Y1, Y2
>

> # Varianzen

>var_X <-1/n*sum((X - MX)"2); var_X

[1] 2.5

>var_Y1 <-1/n*sum((Y1l- MY1)"2); var_Y1
[1] 4

>var_Y2 <-1/n*sum((Y2 - MY2)"2); var_Y2
[1] 2.5

>

> # Man beachte, dass var() die geschatzte Varianz der Grundgesamtheit
> # berechnet (mit Nenner 1/(n-1)). Wir rechnen hie r mit der Varianz
> # der Stichprobe. Vgl. Buch, S. 51.

> # Kovarianzen

> cov_XY1 <- 1/n * sum((X - MX)*(Y1 - MY1))
>cov_XY1#cov_XY1=0

[1]0

> cov_XY2 <- 1/n* sum((X - MX)*(Y2 - MY2))
>cov_XY2 #cov_XY2=-25

[1]-2.5

>

> # Man beachte, dass cov() die geschatzte Kovarian z der Grundgesamtheit
> # berechnet (mit Nenner 1/(n-1)). Wir rechnen hie r mit der Kovarianz

> # der Stichprobe. Vgl. Buch, S. 70.
>
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> # vereinfacht:
> cov_XY2 <- (1/n * sum(X*Y2)) - MX*MY2; cov_XY2
[1]-2.5

> #Db)

> # Streudiagramm X und Y1
> plot(X, Y1, cex = 3)

> abline(v = mean(X), Ity = 2)
> abline(h = mean(Y1), Ity = 2)
>

> # Streudiagramm X und Y2
> plot(X, Y2, cex = 3)

> abline(v = mean(X), Ity = 2)
> abline(h = mean(Y2), Ity = 2)

Aufgabe 4.3: Bildung

Eine Stichprobe von Arbeitnehmern wird nach ,Bretttkommen* Y, in 2000€) und nach
,Bildungsgrad” (Educ, in Jahre) befragt.

Y: 3 5 7 15 7 2 3.4 7
Educ: 9 11 12 8 9 7 10 11

Untersuchen Sie den Zusammenhang zwisgherd Educ,

a) indem Sie den mdglichen statistischen Zusammergeegignet graphisch darstellen und
erlautern, und

b) den Zusammenhang rechnerisch ermitteln und intégyen.

Ldsung a)

~ -

Y in 1000€

T T T T T T
7 8 9 10 11 12

Educ in Jahre

Zwischen den Variablefiduc undY existiert ein positiver linearer Zusammenhang. Ein
hoherer Bildungsgrad geht einher mit héherem Einkemund umgekehrt. Man beachte: Bei
der Interpretation der Korrelation sollte nicht v@ner Kausalitat gesprochen werden.

Ldsung b)
Da beide Variablen quantitativ sind, eignet sichBlevais-Pearson-Korrelationskoeffizient
als statistisches Mal3 fur die Starke des lineatssammenhangs.
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Fur die Berechnung des Pearson-Korrelationskoefftein verwenden wir folgende Formel:

1on 1on (xi—f) (J/i—37)
‘r = - . x . . = — y —_—
XY nZl—l s,iVs,i n&i=1\"g, Sy

Dabei bezeichnet die Anzahl der Beobachtungen und betrégt hier 8.
Die Standardabweichungen betragen:

SEduc = \/%ZLEduci2 — Educ? = 1.685

Sy = \/% nYZ-—¥2=2321

Mithilfe der Standardabweichungen ergibt sich falge Rechnung:
1 Educ;—Ed i~y
TEducy = 3 ?:1( s uc) (y y) = 0.7475

1.685 2.321
Alternativ lasst sich auch folgende Formel verwende
_ CEduc,Y _ 2.923 _
TEducy = o, T Tessxz321 0.7475

Der Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizient ist earmiertes Mal fir die Starke des

linearen Zusammenhangs zweier quantitativer VaerabAnhand des berechneten Wertes
kann man von einem linearen Zusammenhang mitt&térke ausgehen. Dies macht auch das
Streudiagramm oben deutlich.

Losung mit R

# a) Eingabe der Daten und Plot

Y <c¢B3,5,7,15,7,2,34,7)

Educ <-c¢(9, 11,12, 8,9,7, 10, 11)

plot(Educ, Y, cex = 2, xlab = "Educ in Jahre", yla b ="Y in 1000€")
abline(Im(Y ~ Educ), col = "red")

> # b) Drei Mdglichkeiten zur Berechnung des Korrel ationskoeffizienten:
> # Variante 1:

> # Berechnung der standardisierten Werte von Educ

> sEduc <- sqrt((1/n)*sum((Educ - mean(Educ))"2)); sEduc

[1] 1.57619

> z_Educ <- (Educ - mean(Educ))/sEduc

> # Berechnung der standardisierten Werte von Y

> sY <- sgrt((1/n)*sum((Y - mean(Y))*2)); sY

[1] 2.171081

>z Y <-(Y-mean(Y))/sY

>n <-8# Anzahl Merkmalstrager (Paare)

> # Pearson-Korrelationskoeffizient als arithmetisc hes Mittel der Produkte
> # der standardisierten Variablenpaare (Buch S. 73 )

> (1/n)*sum(z_Educ * z_Y)

[1] 0.7474533

>

> # Variante 2:

> # mit geschéatzter Standardabweichung und Kovarian z
> # der Grundgesamtheit (mit n im Nenner)

> # gleiches Resultat wie oben

> cov(Y, Educ)/(sd(Y)*sd(Educ))

[1] 0.7474533

>

> # Variante 3:

> # Syntax cor() in R

> cor(Y, Educ, method = "pearson")
[1] 0.7474533

Aufgabe 4.4: PS

Eine Studie zum Pkw-Markt in den USA liefert fotieeBaten zu den Merkmalen ,PS*
(Pferdestarken) und ,mpg"“ (Miles per Gallon, Reiokite).
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Pkw PS mpg

Audi A4 200 32

BMW 328 230 30

Buick LaCrosse 200 30

Chevy Cobalt 148 32

Chevy TrailBlazer 291 22

Ford Expedition 300 20

GMC Yukon 295 21

Honda Civic 140 40

Honda Accord 166 34

Hyundai Elantra 138 36

Lexus IS 350 306 28

Lincoln Navigator 300 18

Mazda Tribute 212 25

Toyota Camry 158 34

Volkswagen Beetle 150 30
a) Erstellen Sie ein Streudiagramm und berechneni8i&avarianz. Interpretation.
b) Berechnen und interpretieren Sie den Pearson-Kati@hskoeffzienten.

Ldsung a)
g4 0 |
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Zur Berechnung der Kovarianz bendétigen wir folgeRdemel:
1 —_— —_—
CmpGps = 7 Li=1(MPG; — MPG)(PS; — PS)
Hier ist:n = 15, MPG = 28.8,PS = 215.6
— CMPG,PS = _34361
Eine Kovarianz von -343.61 gibt an, dass sich irelagle Datenpunkte im Quadranten links

oben und im Quadranten rechts unten befinden.lEstfio einen negativen linearen
Zusammenhang, allerdings ist unklar, wie starkedies.

Ldsung b)

Da die Kovarianz bereits bekannt ist, bietet els kier an, die folgende Formel zur
Berechnung des Korrelationskoeffizienten zu nutzen:
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CXy
T =
XY SxSy

Dafur mussen zunachst noch die Standardabweichudegdreiden Variablen ermittelt
werden.

Smpc = \/%Z?lePGiZ — 2882 =6.18

Sps = \/% n PS2—215.62 = 64.03
Eingesetzt in die Formel ergibt sich folgendes Bros

__ cmpGps __ —34361 .
T™MPGPS = o o T 618+6403 0.868
Der Korrelationskoeffizient von -0.868 weist aufien starken negativen, linearen
Zusammenhang zwischen MPG und PS hin. Eine staB&+Bahl geht einher mit einer

geringeren Reichweite und umgekehrt.

LOsung mit R

# a) Eingabe der Daten und Plot

PS <-¢(200, 230, 200, 148, 291, 300, 295,
140, 166, 138, 306, 300, 212, 158, 150)

MPG <- ¢(32, 30, 30, 32, 22, 20, 21,
40, 34, 36, 28, 18, 25, 34, 30)
plot(PS, MPG, cex = 2,

ylab = "Reichweite in MPG") # Streudiagramm

abline(h = mean(MPG), Ity = 2); abline(v = mean(PS) Ity =2)
> # Berechnung der deskriptiven Kovarianz:

>n<-15

> kov <- 1/n*sum((PS - mean(PS)) * (MPG - mean(MPG) )

> kov

[1] -343.6133

>

>#D)

> # Standardabweichung der Variable PS:

> sdPS <- sqrt(1/n * sum((PS - mean(PS))"2))
> sdPS

[1] 64.03312

>

> # Standardabweichung der Variable MPG:

> sdMPG <- sqrt(1/n * sum((MPG - mean(MPG))"2))
> sdMPG

[1] 6.277378

>

> # Berechnung des Korrelationskoeffizienten
> kov/(sdPS*sdMPG)

[1] -0.8686827

> # oder

> cor(PS, MPG, method = "pearson")

[1] -0.8686827

Aufgabe 4.5: Lebensmittel

Verschiedene Produkte eines Lebensmittels wurdieHaltbarkeit und Geschmack getests

Um die Produkte in ihrer Bewertung zu ordnen, wualgendes Schema verwendet
{ausgezeichnet, sehr gut, gut, durchschnittlicherdurchschnittlich, schlecht}.

L4

C L.
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Produkt Geschmack Haltbarkeit

A ausgezeichnet schlecht

B ausgezeichnet durchschnittlich

C durchschnittlich ausgezeichnet

D unterdurchschnittlic ausgezeichn

E sehr gut durchschnittlich

F durchschnittlicl sehr gu

G ausgezeichnet unterdurchschnittlich

H gul gul

Gibt es einen Zusammenhang zwischen HaltbarkeiGesthmack? Berechnen Sie den
passenden Korrelationskoeffizienten und interpretieSie das Ergebnis.

Lésung
Zunachst werden fur die Bewertungen des Geschmaksler Haltbarkeit numerische Werte
auf einer Skala von 1 bis 6 zugeordnet, welch&late bezeichnet werden kénnen:

Bewertung Note (1-6)
Ausgezeichnet
Sehr gut
Gut
Durchschnittlich
Unterdurchschnittlich
Schlecht

I EN RN

Anschliel3end werden die Produkte entsprechend Notn klassifiziert und Rangen
zugeordnet. Haben zwei Werte denselben Rang, sttemtbeide den Mittelwert der
aufeinanderfolgenden Rénge. Es entsteht folgentelléa

Produkt| Note Geschmack (X) Note Haltbarkeit (Y)] Rang X| Rang Y
A 1 6 2 8
B 4 2 55
C 4 1 6.5 1.5
D 5 1 8 15
E 2 4 4 5.5
F 4 2 6.5 3
G 1 5 2 7
H 3 3 5 4

Mithilfe der Range lasst sich nun der Spearman-#ationskoeffizient bestimmen:
Sp _ _ Srg0rg(y) _ —53929
Xy TTrgrgM) TS sy | 23755%24202 0.9380
Es gibt also einen sehr starken negativen linedvbsammenhang zwischen den Rangen flr
Geschmack und Haltbarkeit. Das heil3t, dass Proddigesehr gut schmecken, sehr schnell

verderben und umgekehrt.

Losung mit R

> # Zwei Alternativen:

> # 1) Wir bestimmen die Range und berechnen dann
> # den Pearson-Korrelationskoeffizienten der Range
> # "Note Geschmack" = G und "Note Haltbarkeit" = H
>G <-c¢(1,1,4,5,2,4,1,3)

>H <-¢c(6,4,1,1,4,2,5,3)

> # Wir bestimmen die Range
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> rank(G)
[1]2.02.06.58.04.06.52.05.0
> rank(H)
[1]8.0551.515553.07.04.0
>

> # Die Korrelation der Rénge lasst sich nun mithil fe des Pearson-
> # Korrelationskoeffizienten berechnen:

> cor(rank(G), rank(H), method = "pearson")

[1] -0.9380511

>

> # 2) mit R-Syntax

> cor(G , H, method = "spearman”)

[1] -0.9380511

>

> # Das hier ware falsch:

> cor(G , H, method = "pearson")
[1] -0.9392339

Aufgabe 4.6: Streudiagramme

Welche Aussagen lassen sich fur die vier untenlaliggéen Streudiagramme und den
dazugehdrigen Korrelationskoeffizienten treffen?
>.
>.
X X
LOosung

Streudiagramm I: Die Datenpunkte verteilen sichchi@alilig im gesamten Streudiagramm.
Es ist kein linearer Zusammenhang der Datenpunkenabar, dies zeigt auch der
Korrelationskoeffizient, welcher praktisch Null.ist

Streudiagramm II: Die Datenpunkte weisen einerkstgrnegativen linearen Zusammenhang
auf. Daflr spricht auch der Korrelationskoeffizigon -0.89.

Streudiagramm lII: Die Datenpunkte verlaufen inrRa@iner nach unten offenen Parabel
(inverser quadratischer Zusammenhang). Der Koroglsikoeffizient von 0.54 weist auf eine
mafig starke Korrelation hin. Hier liegt jedoch &mugbild vor, da der
Korrelationskoeffizient lediglich den linearen Zosaenhang aufzeigt. Viele Datenpunkte
liegen "links unten” und "rechts oben" im Streudgmgm, was somit den hohen
Korrelationskoeffizienten erklart. Der zugrundebege Zusammenhang ist aber nicht linear.
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Streudiagramm |V: Der Korrelationskoeffizient voi89 weist auf eine positive, lineare
Korrelation hin. Jedoch verlaufen die Datenpunfteiner leicht degressiv steigenden Kurve
und es ist klar erkennbar, dass keine linearerosanhang besteht. Auffallend ist hier, dass
die Datenpunkte sehr dicht aneinander liegen.

Fazit: Datenpunkte deshalb immer im Streudiagrameeigen lassen, um
Fehlinterpretationen zu vermeiden. Einer betragsgngi®3en Korrelation muss nicht
zwangslaufig auch ein linearer Zusammenhang zugrliaden.

Kapitel 5: Lineare Regression

Aufgabe 5.1: Einkommen und Ausgaben

Ein Bekleidungsunternehmen mit Internet-Vertrietersucht seine Datenbank, um
herauszufinden, ob es einen Zusammenhang zwisehgahtlichen Ausgaben (in €) eines
Kunden und dem Einkommen des Kunden (in €) gitdieEangenommen, dass die
Annahmen des linearen Regressionsmodells erfiitkt si
Die Regressionsgerade ist Ausgaber31.6 + 0.012*Einkommen.

a) Interpretieren Sie Anstiegsparameter und Achserrabtic

b) Wenn ein Kunde ein Einkommen von 20000 € hat, @dk &ind die prognostizierter

jahrlichen Ausgaben?
c) Wie grol} ist der Fehlerterm, wenn die tatsachlicAeisgaben 100 € betragen?

Ldsung a)

Der Anstiegsparametef) betragt 0.012, das heif3t, mit jedem zusatzlidbero Einkommen
des Kunden werden 1.2 Cent fur Bekleidung ausgegébaer: Steigt das Einkommen um
100€, werden 1,20€ mehr fiur Bekleidung ausgegeben.

Der Achsenabschnitt von -31.6 (€) kann — rein testtim— interpretiert werden als die
Ausgaben, die ein Kunde im Falle eines Einkommems0O/€ haben wirde. Dies kann hier
jedoch nicht sinnvoll interpretiert werden.

Lésung b)

Berechnung der geschétzten jahrlichen Ausgaben

A = geschatzte Ausgabel = Einkommen

A=-31.6+0.01Z

A(20000 €) = —31.6 + 0.0120000 = 208.40€

Bei einem Einkommen von 20000€ betragen die pragneden jahrlichen Ausgaben des
Kunden 208.40 €.

Lésung c)

Die Aufgabe bezieht sich auf das Einkommen b). Batlertermu berechnet sich mithilfe
folgender Formel:

u =y —jy = Beobachtung — Vorhersage

u=100€ — 208.4 € = —108.4€

Der Fehlerterm betragt -108.4€, wenn die tatsélsaticAusgaben 100€ betragen.

Aufgabe 5.2: Fahrleistung und Preis

Ein lineares Modell zur Vorhersage des PreiseseRE Oer Dacia Sandero (in €) in
Abhangigkeit von seinem Kilometerstand (in km) wuint 38 Autos dieser Marke wie folgt
geschéatzt: Preis= 24356 — 0.055 * km
a) Was ist die unabhangige Variable? Was ist die abgigeVariable?
b) Was bedeutet der Anstiegsparameter in diesem Zusahang?
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c) Was bedeutet der Achsenabschnitt in diesem Zusamamgh Ist er von
Bedeutung?

d) Welcher Preis ergibt sich fur ein Auto mit einenfoKieterstand von 100000 km?

e) Wenn der tatsachliche Preis fur ein Auto mit einGlometerstand von 100000 k|
bei 21000 € lag, wie grof3 ist dann der Fehlerterm?

f) Der durchschnittliche Preis der Autos lag bei 20&4 die Standardabweichung
betrug 923 € und die Korrelation zwischen Preis #ildmeterstand lag bei -0.269.
Wenn bei einem 2010er Dacia Sandero der Kilometedseine Standard-
abweichung unter dem durchschnittlichen Kilometardtlag, wie hoch ware dann
der Preis fur dieses Auto?

Ldsung a)

Die unabhéngige Variable ist die Anzahl der gefabireKilometer, die abhangige Variable ist
der Preis. Dies ist dadurch zu erklaren, dass ##s Pom Kilometerstand des Dacia Sandero
abhangig ist.

Ldsung b)
Der Anstiegsparameter von 0.055 bedeutet, dasslsicRreis (oder auch der Wert) eines
Dacia Sandero um 5.5 Cent pro mehr gefahrenem I€lenverringert.

Lésung c)

Der Achsenabschnitt bedeutet, dass ein Dacia Sangieeinem Kilometerstand von 0
gefahrenen Kilometern einen Preis von 24356€ hBdeit gibt der Achsenabschnitt den
geschatzten Neuwert eines Dacia Sandero an.

Losung d)

Der Preis eines Autos mit 100000km ergibt sich feigt:

P = 24356 — 0.055 * 100000

P(100000 km) = 18856 €

Der prognostizierte Preis eines Dacia Sanderos1(@@t000km Laufleistung) wirde 18856 €

betragen.

Ldsung e)
u =y —jy = Beobachtung — Vorhersage
u = 21000 € — 18856 € = 2144€

Lésung f)
Die Regressionsgleichung der standardisierten Wiema(S. 93 im Buch) ist:

Vs = TxyXs
Nach dieser Gleichung fuhrt eine Veranderung derdardisierten unabhéngigen Variable
um eine Standardabweichung zu einer Veranderungtdedardisierten prognostizierten
Werte in Hohe vomy,. Dies gilt fur alle Werte vow undy, also auch fiir die Mittelwerte
von x, y und der prognostizierterWerte.
Wenn wir nun 1 Standardabweichung bei der unabgangvariablen vom Mittelwert nach
unten abweichen (diese Information war gegebemgngert sich die abhangige Variable
genau umyy - (—1) Standardabweichungen von ihrem Mittelwert. Hispalm+0.269 -
923. Der Mittelwert der abhangigen Variablen war gesgeb
Es ergibt sich der Werk0847 + 0.269 - 923 = 21095.29.
Der Preis fur diesen Dacia Sandero wirde also @92 3€ liegen.
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Aufgabe 5.3: Wirtschaftswachstum EU und USA

Steht das Wirtschaftswachstum in Europa in einesa@unenhang zu dem Wachstum in ¢
USA? In der Abbildung unten sehen Sie ein Streualag des durchschnittlichen
Wachstums in 25 europdaischen Landern (in % des g¢8gniber dem Wachstum in den
USA (in % des BIP). Jeder Punkt reprasentiert @hnrd/on 1970 bis 2007.
(Datensatzgdp_gr owt h. csv).
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BIP-Wachstum EU-25 pro Jahr in Prozent

BIP-Wachstum USA pro Jahr in Prozent

Der Output einer Regressionsanalyse sieht wie folgt

Coefficients: Intercept us
1.3297 0.3616
R-squared: 0.2965
a) Uberprufen Sie die Annahmen fiir das lineare Modell.

Erklaren Sie die Bedeutung des Bestimmtheitsmalies.
Bestimmen Sie die Gleichung der Regressionsger&delche Bedeutung hat der
Achsenabschnitt? Macht das Sinn? Interpretiererd8ieAnstiegsparameter.

in Europa nur um 2.16% gewachsen ist. Ist diesert Weiner oder gro3er als der
Wert, den man anhand der Regressionsgleichung heet¢batte? Welchen Wert hé
der Fehlerterm in diesem Jahr?

Im Jahr 2007 lag das Wachstum in den USA bei 3v8hrenddessen die Wirtscharft

len

At

Ldsung a)

Annahme 1: Quantitative Daten. Diese Annahme fétlgrda das BIP-Wachstum ein
kardinal skaliertes Merkmal ist, welches abzahistund eine Einheit (%) besitzt.
Annahme 2: Linearer Zusammenhang. Diese Annahnegnigfermalien erfullt (positiver
linearer Zusammenhang). Vgl. Streudiagramm oben.

Annahme 3: Ausreil3er: Es sind keine Ausreil3er erhan

Annahme 4: Homoskedastizitat. Die Standardabweiglien Fehlerterme muss entlang der

Regressionsgeraden konstant bleiben. Dieses Kimteigt ausreichend erfllt.

Ldsung b)

Das Bestimmtheitsmal3 quantifiziert im Intervalll]),wie gut sich die Regressionsgerade
die Punktwolke anpasst. Es wird berechnet, wie gefAnteil der von der Regressions-
geraden erklarten Varianz an der gesamten VariaaBtP-Wachstums der EU-Staaten
(abhangige Variable) ist. Hier kann das Regressioaell ca. 30% der Varianz der
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abhangigen Variablen erklaren. Der Rest der Strgblgibt unerklart bzw. entfallt auf die
Residuen.

Lésung c)

Gleichung der Regressionsgeraden:

BIPyachstumgy = 1.3297 + 0.3616 * BIPy qchstumys,

Achtung: Die Wachstumsraten sind hier in Prozenti(®Vergleich zum Vorjahr angegeben.
Dies ist bei der Interpretation des Anstiegsparamsetu bertcksichtigen.

Der Achsenabschnitt gibt an, wie grol3 das BIP-Wacchsler EU in % im Vergleich zum
Vorjahr wéare, wenn das Wirtschaftswachstum der @S#wéare (wenn also das US-BIP im
Vergleich zum Vorjahr konstant ware). Das macht dlsrchaus Sinn.

Der Anstiegsparameter sagt aus, um wie viel %-Rudid EU-Wirtschaft im Vergleich zum
Vorjahr mehr wachst, wenn die US-Wirtschaft um riReozentpunkt im Vergleich zum
Vorjahr mehr wéachst. Hier: Ein zusatzlicher Propenkt Wachstum im Vergleich zum
Vorjahr in den USA induziert ein zusatzliches Wdahsim Vergleich zum Vorjahr in der
EU um 0.3616 Prozentpunkte.

Losung d)

Wirtschaftswachstum nach der Regressionsgeraden:

BIPyachstumgy, = 1.3297 + 0.3616 * 3.2 %

BIPyachstumgy = 2-486%

Das tatsachliche BIP-Wachstum der EU-Staaten 2G@071mit 2.16% kleiner.
Wert des Fehlerterms:

u =y —73y = Beobachtung — Vorhersage

u = 2.16% — 2.4868%

u =—0.3268%

Der Fehlerterm fir das Jahr 2007 ist negativ. Edlge-0.3268 %.

Losung mit R
> data <- read.csv("gdp_growth.csv")
> data[1:3, ]
Year US Euro25
11970 0.2167 4.3748
21971 2.8760 3.3583
31972 5.5540 4.2545
> attach(data)

# Streudiagramm

plot(US, Euro25, cex = 2, xlim = ¢(-2,8), ylim = ¢( -2,8),
xlab = "BIP-Wachstum USA pro Jahr in Prozent",

cex.lab=1.4,

ylab = "BIP-Wachstum EU-25 pro Jahr in Prozent")

grid()

> # Berechnung der Regressionsgerade
> ols <- Im(Euro25 ~ US); ols

Call:
Im(formula = Euro25 ~ US)

Coefficients:
(Intercept) us
1.3297 0.3616

>
> # Berechnung R2
> # Methode 1: Quadrat des Korrelationskoeffiziente n
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> cor(Euro25, US)"2
[1] 0.2965059
>

> # Methode 2: Anteil der Varianz der Werte auf der
> # Regressionsgeraden an der Varianz der abh. Vari
> var(ols$fitted.values)/var(Euro25)

[1] 0.2965059

# Streudiagramm mit Regressionsgerade

plot(US, Euro25, cex = 2, xlim = ¢(-2,8), ylim = ¢(
xlab = "BIP-Wachstum USA pro Jahr in Prozent",
cex.lab = 1.4,

ylab = "BIP-Wachstum EU-25 pro Jahr in Prozent")
grid()

abline(Im(Euro25 ~ US), lwd = 2)
abline(h=0,v=0)

ablen

-2,8),

Wachstum EU-25 pro Jahr in Prozent

BIP

BIP-Wachstum USA pro Jahr in Prozent

39



Aufgabe 5.4: Umsatz und Arbeitslosenquote

Die Daten eines grol3en Einzelhandelsunternehmergenwwafir verwendet, um ein lineares
Regressionsmodell zu berechnen, durch welches gt&sumsatzriev, in Mrd. $) in den
USA auf der Grundlage der US-Arbeitslosenquaten( %) vorhergesagt wird.

Dieses Regressionsmodell ergab ein BestimmtheitsoraB8.3% und einen
Anstiegsparameter von2.99.

a) Interpretieren Sie das Bestimmtheitsmal3.

b) Wie hoch ist die Korrelation zwischen dem Quartalsatz und der
Arbeitslosenquote?

c) Wenn in einem Quartal die Arbeitslosenquote 1.0%ehdst als in einem anderen
Quartal, wie hoch ist die prognostizierte Auswirguauf den Umsatz in diesem
Quartal?

d) Die Regressionsanalyse liefert folgendes linearedél

rev = 2091 — 2.99u
Wenn die Arbeitslosenquote bei 6.0% liegt, welgartalsumsatz ergibt sich
anhand der Regressionsgleichung?

Ldsung a)

Der Anteil der Varianz der Regressionswerte (vagasagte Werte bzw. Werte auf der
Regressionsgeraden) hat einen Anteil von 88% aivaeanz der abhéngigen Variablen. Die
Gute der Anpassung (man sagt auch ,die Erklarumadistes Modells®) ist damit als sehr gut
zu beschreiben.

Ldsung b)

Es giltvVRZ = ryy = 1/0.883 = 0.94.

Der Pearson-Korrelationskoeffizient zwischen Quant@satz und Arbeitslosenquote kann
als die Quadratwurzel des Bestimmtheitsmalies beeegrerden und betragt 0.94, was auf
einen starken positiven linearen Zusammenhangedtdi lasst.

Ldsung c)
Bei einem Anstieg der Arbeitslosenquote um 1%-Puwsikkt der Quartalsumsatz um 2.99
Milliarden Dollar. Dies ergibt sich aus dem Ansspgrameter.

Ldsung d)

Berechnung des Quartalsumsatzes bei einer Arbsgistpiote von 6.0%:

rev = 20.91 — 2.99 % 0.06

rev = 20.73 Mrd. $

Der prognostizierte Umsatz fir eine Arbeitslosengumn 6% liegt bei 20.73 Mrd. Dollar.

Aufgabe 5.5: Produktion und Uberstunden

Die Statistik eines Ventilatoren-Herstellers sihtdas Jahr 2005 wie folgt aus:
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Monat Produktion in Stiick Uberstunden

Januar 2600 70
Februar 3100 90
Marz 3350 130
April 3500 150
Mai 3600 170
Juni 3850 200
Juli 3600 160
August 3500 140
September 3200 130
Oktober 3100 80
November 3000 60
Dezember 2800 50

a) Berechnen Sie den Korrelationskoeffizienten zwiséhreduktion und geleisteten
Uberstunden. Besteht ein linearer Zusammenhang?

b) Angenommen, Sie sollen die Uberstunden als linéangtion der Produktion
darstellen, wie gehen Sie vor? Berechnen Sie djeeRsionsfunktion und
interpretieren Sie den Achsenabschnitt und deniédgstarameter.

c) Wie grol3 ist das arithmetische Mittel der Fehlemef?

d) Fertigen Sie eine graphische Darstellung der Bebbaogswerte und der
Regressionsgeraden an.

e) Welche Schatzung fiir die Zahl der Uberstunden wiiBle bei einer
Monatsproduktion von 3950 Stiick abgeben?

Ldsung a)
Zunéachst berechnen wir die Kovarianz zwischen Pdbolo (X) und Uberstunderv), sowie
deren Standardabweichungen.

Es giltcyy = %zg;l(xl- — )y —¥) mitn = 12
% = 3266.67 undy = 119.17
CXY == 1518056

Sy = \/%z;;lxl? — %2 = 350.20
1

Sy = \/; nLyF—y?=46.09
Mithilfe dieser Werte lasst sich der KorrelationsK@ient bestimmen:
Cxy 15180.56

Y7 sysy  350.20 * 46.09 )
Zwischen den Variablen Produktion und Uberstundestidht ein starker positiver linearer
Zusammenhang.

= 0.941

Tx

Ldsung b)
Die Regressionsgleichurfg= S, + [1x lasst sich in folgenden Schritten ermitteln und
interpretieren:

1) Berechnen des Anstiegsparamefgrand des Achsenabschnifls :
_ Cxy _ 15180.56 _

b= sz~ 350202 0.124

Bo =7 — B1% = 119.17 — 0.124 * 3266.67 = —285.9

2) Somit ergibt sich folgende Regressionsgleichung:

y = —285.9 4+ 0.124x

2) Interpretation des Anstiegsparameters und désémbschnittes:
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Der Anstiegsparametgy sagt aus, dass wenn eine Einheit Produktion ntekugt wird,
0.124 Uberstunden (ca. 7.5 Minuten) mehr gearbaitetien mussen. Der Achsenabschnitt
Bo (—285.9) gibt an, wie viele Uberstunden geleistet werdesstan, um 0 Einheiten der
Produktion herzustellen. Dieser Wert ergibt jedkeimen praktischen Sinn.

Ldsung c)
Zur Ermittlung des arithmetischen Mittels der Fetelene missen diese zunachst ermittelt
werden:u =y — 9y = Beobachtung — Vorhersage

X y y u
2600| 70 | 36.64| 33.36
3100 90 | 98.54| -8.54
3350 130 129.48| 0.52
3500( 150 148.05| 1.95
3600| 170| 160.43| 9.57
3850( 200 191.37| 8.63
3600| 160| 160.43| -0.43
3500] 140 148.05| -8.05
3200{ 130 110.91| 19.09
3100 80 | 98.54| -18.54
3000 60 | 86.16| -26.14
2800] 50 | 61.40] -11.4¢

Mithilfe dieser Tabelle lasst sich nun der Mittettiveer Fehlerterm& =~ 0 bestimmen. Dies
war zu erwarten (vgl. Buch S. 90).

Ldsung d)

o
o
N

O

O

Uberstunden
150
|

100
I

@)
O

2 o
I I I I I I I
2600 2800 3000 3200 3400 3600 3800

Produktion

Ldsung e)

Fir die Prognose kann die Regressionsgleichuags, + f;x verwendet werden.
Schatzen der Uberstundenanzahl fir eine Produktanx = 3950:

9 = —285.9 + 0.124 * 3950
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9 = 203.9
Bei einer Produktion von 3950 Stiick sind

L6ésung mit R

> #a)

> # Eingabe der Daten von Produktion (P) und Uberst
> P <- ¢(2600, 3100, 3350, 3500, 3600, 3850, 3600,
> U <- ¢(70, 90, 130, 150, 170, 200, 160, 140, 130,

> # Berechnung des Korrelationskoeffizienten

> cor(P, U)

[1] 0.9405

>

> # oder mit der Formel

> n <- length(P); n

[1] 12

> COV <- (1/n)*(sum((P-mean(P))*(U-mean(U)))); COV
[1] 15181

> SD_P <- sgrt((1/n)*(sum((P-mean(P))*(P-mean(P))))

[1] 350.2

> SD_U <- sgrt((1/n)*(sum((U-mean(U))*(U-mean(U))))
[1] 46.09

> COV/(SD_P*SD_U)

[1] 0.9405

>

> # Achtung: Hier wird mit den Werten der Kovarianz
> # der Stichprobe gerechnet (Faktor (1/n)).

> # Das gleiche Ergebnis ergibt sich, wenn mit den

> # bzw. Varianz/SD der Grundgesamtheit gerechnet w
>

> cov(P, U); sd(P); sd(0)

[1] 16561

[1] 365.8

[1] 48.14

> (1/(n-1))*(sum((P-mean(P))*(U-mean(U))))

[1] 16561

> sgrt((1/(n-1))*(sum((P-mean(P))*(P-mean(P)))))

[1] 365.8

> sqrt((1/(n-1))*(sum((U-mean(U))*(U-mean(0)))))

[1] 48.14

>

> cov(P, U)/(sd(P)*sd(0))
[1] 0.9405
>

>#Db)

> # Berechnung der Regressionsgeraden
> bl <- COV/SD_P"2; bl

[1] 0.1238

> b0 <- mean(U) - b1*mean(P); b0

[1] -285.2

>

> ols <- Im(U~P); ols

Call:
Im(formula = U ~ P)

Coefficients:
(Intercept) P
-285.190 0.124

> # Streudiagramm mit Regressionsgerade

> plot(P, U, cex = 2, xlab = "Produktion”, ylab ="

> grid()

> abline(Im(U~P), lwd = 2)

>

>#c)

>y _dach <- ols$fitted.values # Werte auf der Regre
>y <- U # abhangige Variable

>err<-y-y_dach # Fehlerterme

ca. 204rstunden zu erwarten.

unden (U)
3500, 3200, 3100, 3000, 2800)
80, 60, 50)

); SD_P

); SD_U

bzw. Varianz/SD

Werten der Kovarianz
ird (Faktor (1/(n-1)))

Uberstunden")

ssionsgeraden
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> options(digits = 4) # Begrenzung der Ausg abe
> data.frame(y, y_dach, err)
yy_ dach err

70 36.64 33.3550

90 98.54 -8.5362

130 129.48 0.5181

150 148.05 1.9507

170 160.43 9.5725
200 191.37 8.6268

160 160.43 -0.4275

140 148.05 -8.0493

130 110.91 19.0855

10 80 98.54 -18.5362

11 60 86.16 -26.1580

12 50 61.40-11.4015

> mean(err)

[1] 2.961e-15

CoOoO~NOOTA~,WNE

Aufgabe 5.6: Einkommen und Kosmetik

Bei sechs deutschen Haushalten wurden jeweils dashltsnettoeinkommen (X, in 1000 €
pro Jahr) und die monatlichen Ausgaben fur Kosrpetitukte (Y, in €) erhoben:

X 50 40 60 70 30 65
Y 28 25 30 43 20 32

a) Berechnen Sie zuerst, sZ undcyy .

b) Stellen Sie fest, ob ein linearer Zusammenhanghemsdem Haushalts-
nettoeinkommen und den monatlichen Ausgaben fimg&tigorodukte besteht.
Geben Sie gegebenenfalls die Richtung und die &#irk

c) Beschreiben Sie diesen Zusammenhang durch eirmdifRegressionsfunktion.
Interpretieren Sie den Anstiegsparameter. Bereclumehinterpretieren Sie das
Bestimmtheitsmal3.

d) Berechnen Sie das arithmetische Mittel der Fehierée

e) Stellen Sie die beobachteten Werte und die Regreggrade graphisch dar.

Ldsung a)

Es giltcyy = %zg;l(xl- — %) (y —¥) mitn = 6.
Es istx = 52.5 undy = 29.67

cxy = 90.833

s} ==Yk xf — %2 =197.917
1 —
s} =3, y? - 7° =50.222

Lbsungcb) .
_ Cxyv _ : _
XY = sy . Viorol7evE0222 0.911

Es liegt ein sehr starker positiver linearer Zusamhang zwischen den Variablen
Einkommen und Ausgaben fur Kosmetik vor. Das heaifét Anstieg im Einkommen bedeutet
einen konstanten Anstieg bei den Ausgaben fur Ktikme

Lésung c¢)
1) Berechnen des Anstiegsparamefirand des Achsenabschnits:
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B =

Lo =y — f1Xx =29.667 — 0.459 » 52.5 = 5.57
2) Somit ergibt sich folgende Regressionsgleichung:
y =5.57 + 0.459x

Der Anstiegsparametgy, bedeutet, dass von 1000€ zusatzlichen Einkommelaimca.
0.46€ pro Monat (also ca. 5.50€ pro Jahr) fur Kdgcadikel ausgegeben werden.

CXy __

2
Sx

90.833
© 197917

= 0.459

3) Berechnung des Bestimmtheitsmal3es:
R? = 1yy? = 09112 = 0.83

Das BestimmtheitsmaR? sagt aus, dass das lineare RegressionsmodeB%ad8r Varianz
der abhangigen Variablen (Ausgaben) erklaren kArerestlichen ca. 17 % werden nicht

erklart und verbleiben in den Residuen.

Ldsung d)

Zur Ermittlung des arithmetischen Mittels der Fetelene missen diese zunachst ermittelt

werden:u =y — 9y = Beobachtung — Vorhersage

X

y

~

y

u

50

28

28.5

-0.52

40

25

23.9

1.07

60

30

33.1

-3.11

70

43

37.7

5.30

30

20

19.3

0.66

65

32

35.4

-3.40

Mithilfe dieser Tabelle lasst sich nun der Mittettveer Fehlerterm& bestimmen. Er ist —

wie zu erwarten — nahe 0.

Ldsung e)
Haushaltseinkommen und Ausgaben fur Kosmetik

Ausgaben fur Kosmetik in € pro Monat

40

35

30

25

20

50 60 70

Einkommen in T€ pro Jahr
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L6sung mit R

> # Eingabe der Daten fur Einkommen (X) und Kosmeti
>X <-¢(50,40,60,70,30,65)

>Y <-¢(28,25,30,43,20,32)

> MX <- mean(X); MX

[1] 52.5

> MY <- mean(Y); MY

[1] 29.66667

>n <-length(X) # entspricht auch length(Y)
> # Eingabe der Daten fur Einkommen (X) und Kosmeti
>X <-¢(50,40,60,70,30,65)

>Y <-¢(28,25,30,43,20,32)

> MX <- mean(X); MX

[1] 52.5

> MY <- mean(Y); MY

[1] 29.66667

>n <-length(X) # entspricht auch length(Y)
>

> # Berechnung der Varianzen und Kovarianz
> # Varianz X

>var_X <-(sum((X - MX)*2))/n

>var_X

[1] 197.9167

> # Varianz Y

>var_Y <-(sum((Y - MY)*2))/n

>var_ Y

[1] 50.22222

> # Kovarianz

> cov_XY <-1/6 * (sum((X - MX) * (Y - MY)))
> cov_XY

[1] 90.83333

> # Alternativ dazu:

> cov_XY <-1/6 * sum(X *Y) - MX * MY

> cov_XY

[1] 90.83333

> # b) Korrelation

> cor_XY <- cov_XY / (sqrt(var_X) * sqgrt(var_Y))
> cor_XY

[1] 0.9110791

>

> # ¢) Berechnung von Achsenabschnitt (beta0) und A
> betal <-cov_XY /var_X; betal

[1] 0.4589474

> beta0 <- MY - betal * MX; beta0

[1] 5.57193

> # oder

> ols <- Im(Y ~ X); ols

Call:
Im(formula =Y ~ X)

Coefficients:
(Intercept) X
5.5719 0.4589

>

> # Berechnung des BestimmtheitsmaRes R2

> R2 <- (cor_XY)"2; R2

[1] 0.8300652

>

> # d) Berechnung der Fehlerterme u

>y _dach <- ols$fitted.values # prognostizierte Wer
>err<-Y -y _dach # Fehlerterme

> options(digits = 5)

> data.frame(X, Y, y_dach, err)
X Yy dach err

1 50 28 28.519 -0.51930

240 25 23.930 1.07018
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360 30 33.109 -3.10877

47043 37.698 5.30175

530 20 19.340 0.65965

6 65 32 35.404 -3.40351

>

> # e) Streudigramm

> plot(X, Y, cex = 2,

+ ylab = "Ausgaben fir Kosmetik in € pro Monat",
+ xlab = "Einkommen in T€ pro Jahr",

+ main = "Haushaltseinkommen und Ausgaben fir Kosme tik™)
> abline(Im(Y~X))

> grid()

Kapitel 6: Zufall und Wahrscheinlichkeit

Aufgabe 6.1: Wiirfel

Ein Wurfel wird zweimal hintereinander geworfen.
a) Geben Sie jedes Element des Ereignisraums exhizit
b) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Asgemme 8 oder grof3er ist, wenn
beim ersten Wurf eine 5 erscheint?
c) ... wenn bei mindestens einem Wurf eine 4 erscheint?

Ldsung a)

Die Elemente des Ereignisrautsind:
§={(11), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6),
(2,1),(2,2),(2,3), (2,4), (2,5), (2,6),
(3,1),(3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6),
(4.1), (4.2), (4,3), (4,4), (4.5), (4,6),
(5,1), (5.2), (5,3), (5:4), (5,5), (5,6),
(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)}

Ldsung b)

Gesucht ist die bedingte Wahrscheinlichkeit fir:
P(Augensumme > 8| 1.Wurf"5") = P(A|B)
Wir definieren: Ereignigl = Augensumme> 8

Die bedingte Wahrscheinlichkeit berechnet sich Bid|B) = _P;“‘(;f)
EreignisB = 1. Wurf eine "5"

Es gibt 6 Elemente des Ereignisraums,Rlerfillen:
B = {(51),(52),(53),(54),(5,5), (56)}

Wahrscheinlichkeit fir das Ereignis P(B) = % =z

EreignisA N B = Augensumme 8 oder grof3er und 1. Wurf eine "5"
Es gibt 4 Elemente des Ereignisraums, die A & Blkh:
ANnB={(5,3),(54),(5,5),(56)}

Wabhrscheinlichkeit fiir das Ereignis A&B{A N B) = 16 = %

3
Gesuchte bedingte Wahrscheinlichkeit:
_P@AnB) _ 1/9 _ 6 _2
P(A|B) = P(B)  1/6 9 3

1

Die unbedingte Wahrscheinlichkeit fur A ist dageggner (da die Bedingung den
Ereignisraum einschrankt:(A|B) > P(A).
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Es gibt 15 Elemente des Ereignisraums Adexflllen:

A= {(2,6),(3,5),(3,6),(4,4),(4,5),(4,6),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}
Wahrscheinlichkeit fur das Ereignils
Anzahl der ginstigen Ausgange 15 5

P(A) = =5=2

Anzahl der moglichen Ausgange 36 12

Ldsung c)

EreignisB: Bei mindestens einem Wurf eine 4.

Es gibt 11 Elemente des Ereignisraums,Rlefillen:

B = {(41),(4.2),(43),(4,5),(46),(1,4),(2,4),(3,4), (44),(54),(64)}
Wahrscheinlichkeit fur das Ereignis P(B) = % = 0.306

EreignisA n B: Augensumme ist mindestens 8 und bei mindestersreWurf eine 4
Elemente des Ereignisraums, die A&B erflllen:
AN B ={(44),(4)5),(54),(4,6),(6,4)}
Wahrscheinlichkeit fur das Ereignis A&B:
P(A&B) =5/36= 0.139
P(ANB) _ 5/36 _ 5

Gesuchte bedingte Wahrscheinlichk®i€A|B) = P 16 1 0.454

Die unbedingte Wahrscheinlichkeit fur A ist dagegner (da die Bedingung den
Ereignisraum einschrankty:(A|B) > P(A).

Es gibt 15 Elemente des Ereignisraums Adexflllen:
A=1{(2,6),(3,5),(3,6),(4,4),(4,5),(4,6),(5,3),(54),(5,5),(5,6),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6) }
Die unbedingte Wahrscheinlichkeit fir das Ereighist daheP(A) = 5

Aufgabe 6.2: Wahrscheinlichkeiten

Fur die Ereignisse A und B seien die Wahrscheikbdlen gegeben:

P(A) =06, P(B)=02 P(ANnB)=0.1.

Geben Sie — wenn mdglich — die folgenden Wahrdattdieiten zahlenmafiig an.
a) P(AUB) b)P(AIB) c¢)P(AnB) d) P(AUB)

Hinweis: Nutzen Sie Venn-Diagramme zur DarstelldagWahrscheinlichkeiten.

Folgende Werte sind gegeben:
P(A) =0.6,P(B)=0.2,P(ANnB) =0.1

Ldsung a)

P(AUB)=P(A)+PB)—P(ANB)=06+02-0.1=0.7

Die Wahrscheinlichkeit fUA U B betragt 70%.

Die folgenden beiden Abbildungen zeigen das Prolgeaphisch (allerdings nicht
malf3stabsgetreu).

A A

\
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P(ANB) _ 0.1

Ldsung b)
P(A|B) = PG o0z 0.5
Die Wahrscheinlichkeit fiA|B betragt 50%.

Ldsung c)
P(ANB)=1—-P(ANnB)=1-0.1=0.9
Die Wahrscheinlichkeit fUA N B betragt 90%.

Losung d)
P(AUB)=1—- P(AUB)=1-0.7=0.3
Die Wahrscheinlichkeit fUA U B betragt 30%.

Aufgabe 6.3: Geschwister

Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass von @eschwistern
a) alle vier Jungen sind,
b) alle vier Madchen sind,
c) das alteste ein Junge, die folgenden Madchen sind,
d) die drei alteren Jungen sind und das jlingste eindh&n ist,
e) zwei Jungen und zwei Madchen sind?
Hinweis: Losen Sie die Aufgabe mittels eines Baagndmms.

49




Baumdiagramm
Die Abbildung zeigt das Baumdiagramm fiur diesesudige Zufallsexperiment.

1.Kind | 2.Kind | 3.Kind | 4.Kind

i 1/2 Maddchen 1/16
1/2 | Midchen

Junge 1/16

\_1/2 Midchen | 1/16
1/2: Junge —

1/2) Junge 1/16

4 Madchen
1/2 )

. Midchen 1/16
A Madchen  —
1/2 Junge 1/16

Méadchen 1/16
Junge —_—
1/2 Junge 1/16
Geschwister —_

Madchen 1/16

i/ Madchen —

1/2} Junge 1/16

5

12 12} \sdchen 1/16

Junge
1/2 Junge 1/16
1/2} midchen | 1/16
Madchen —
1/2 Junge 1/16
‘ 1/2 Madchen 1/16
1/2 ! Junge —_——

1/2 Junge 1/16

Losung a)

P(Alle vier sind Jungen) = (%)4 = % = 0.0625

Die Wahrscheinlichkeit, dass alle vier Jungen sistth.25%. Dies ist die
Eintrittswahrscheinlichkeit fir den untersten Piladler Abbildung oben.

Ldsung b)
P(Alle vier sind Madchen) = (%)4 = % = 0.0625. Dies ist die Eintrittswahrscheinlichkeit
fur den obersten Pfad in der Abbildung oben.

Losung c)

EreignisC: Das alteste ist ein Junge, die folgenden sinddWén:

P(C) = ()% == =0.0625

Die Wahrscheinlichkeit, dass das alteste ein Jungedie folgenden Madchen sind, ist
ebenfalls 6.25%.
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Losung d)
EreignisD: Die drei altesten sind Jungen, das jungste mshMgidchen:

P(D) = (* = - =0.0625

Die Wahrscheinlichkeit, dass die drei altesten dargjnd und das Jingste ein Madchen ist,

ist auch 6.25%.

Ldsung e)

Ereignisk: Die Wahrscheinlichkeit fir zwei Jungen und zweiddhen:

E = {(J/MM), (MM]]), GMM]), UM]M), (M]M]), (M]]M)}

P(E) = 6x%=%= 0.375

Die Wahrscheinlichkeit, dass es zwei Jungen und E#&echen sind, ist 37.5%. Diese
Wahrscheinlichkeit ergibt sich Uber die Summe dahv§cheinlichkeiten flr die einzelnen
Pfade.

Aufgabe 6.4: Geréat

Ein technisches Gerat G wird aus drei Einzelte#eB, C zusammengefugt. Das Geréat
funktioniert nur dann, wenn alle drei Einzelteilmktionieren und aul3erdem bei der
Montage M keine Fehler unterlaufen. Die Wahrschelkleiten, dass die Teile A, B, C def
sind, betragerP(4) = P(B) = 0.02, P(C) = 0.04. Die Wahrscheinlichkeit, dass bei der
Montage ein Fehler gemacht werde, betr&{#/) = 0.03. Die Fehler treten unabhangig
voneinander auf.

a) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichk&{G) = (AN B N C N M), dass das Geréat

funktioniert?
b) Wie groR ist die Wahrscheinlichk@itG), dass das Gerat nicht funktioniert?

okt

Ldsung a)

EreignisG: Das Geréat funktioniert nach der Montage:
P(G)=(ANnBNCNM)=P(A) *P(B)*(C)*P(M)

P(G) = (1—-10.02) (1 —0.02) * (1 —0.04) * (1 —0.03) = 0.894
Die Wahrscheinlichkeit fir ein funktionierendes &dretragt 89.4%.

Ldsung b)

Gegenereigni§: Das Gerat funktioniert nicht.

P(G) =1-0.894 = 0.106

Die Wahrscheinlichkeit fur ein fehlerhaftes Gerétragt 10.6%.

Aufgabe 6.5: Urne

In einer Urne befindet sich eine groRe Zahl von &ng70% der Kugeln sind weil3, 30%
sind schwarz.
a) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, eine schwatagel bei blindem Hineingreifen
zu ziehen?
b) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, bei drei zlig&in Stichproben mit
Zuriicklegen genau drei weil3e Kugeln zu finden?
c) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, bei drei zlig&n Stichproben mit
Zuriicklegen genau drei schwarze Kugeln zu finden?
d) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, bei drei zlig&n Stichproben mit
Zurucklegen eine schwarze und zwei weil3e Kugdimaden?
Hinweis: Vgl. Losungsansatz bei Aufgabe 6.3.
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Ldsung a)

Wahrscheinlichkeit fur das Ziehen einer schwarzegé{ bei einmaligem Ziehen mit
ZurlicklegenP(4) = 0.3

Die Wahrscheinlichkeit betragt also 30%.

Ldsung b)

Wahrscheinlichkeit fur das Ziehen von drei weiRemg&ln bei dreimaligem Ziehen mit
ZurlicklegenP(B) = 0.7 * 0.7 * 0.7 = 0.343

Die Wahrscheinlichkeit betragt 34.3%.

Ldsung c)

Wahrscheinlichkeit fur das Ziehen von drei schwarZeageln bei dreimaligem Ziehen mit
ZurtcklegenP(C) = 0.3 x 0.3 * 0.3 = 0.027

Die Wahrscheinlichkeit betragt 2.7%.

Ldsung d)

Wahrscheinlichkeit fur das Ziehen einer schwarzash dreier weil3er Kugeln bei dreimaligem
Ziehen mit Zurtcklegen:

P(D) = {(SWW), (WWS), (WSW)}

P(D) = (0.3%0.7+0.7) + (0.7 % 0.7« 0.3) + (0.7 *0.3%0.7)

P(D) = 0.441

Die Wahrscheinlichkeit betragt 44.1%.

Aufgabe 6.6: Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Bedingte Wahrscheinlichkeitenlreffen Sie eine Aussage Uber die bedingte
WahrscheinlichkeiP (4|B), wenn

a) A eine Teilmenge von B ist,

b) B eine Teilmenge von A ist,

c) A und B sich gegenseitig ausschliel3en.
Hinweis: Nutzen Sie Venn-Diagramme zur DarstelldagWahrscheinlichkeiten.

Ldsung a)
DaA eine Teilmenge voR ist, gilt fur die bedingte Wahrscheinlichkeit:
__ P(AnB)
P(A|B) = > &) <1
Zur Veranschaulichung dient das folgende Venn-[2iagn.
B

\

Losung b)
B ist Teilmenge vom:

P(ANB
PUIB) =52 =1

Zur Veranschaulichung dient das folgende Venn-Riagn.
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L >

Ldsung c)
WennA undB sich gegenseitig ausschlieRenASA N B) = 0. Somit ergibt sich fur die
bedingte Wahrscheinlichkeik(A|B) = 0. Vgl. das folgende Venn-Diagramm.

A

\

O——B

S

Aufgabe 6.7: Glucksspiel

Man bietet Ihnen das folgende Glucksspiel an: 8mahlen einen Einsatz von X Cent, dann
durfen Sie dreimal einen Wirfel werfen. Werfem3relestens einmal eine 6, erhalten Sie
1€.
a) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass Sie esgeam Spiel gewinnen?
b) Sie dirfen das Spiel hinreichend oft wiederholeelcdén Einsatz X waren Sie
hochstens bereit zu zahlen, um langfristig zu gesvif?

Ldsung a)

Die Wahrscheinlichkeit zu gewinne@)(ist gleich der Wahrscheinlichkeit, mindestenseen
zu wirfeln. Diese Wahrscheinlichkeit ergibt sich @egenwahrscheinlichkeit zum Ereignis,
bei drei Versuchen 0 x eine 6 zu wiurfeln.

3
P(keine 6 bei 3 Versuchen) = (%) = 0.5787
Dann ist

P(G)=1-— (2)3 = 2 = 0.421

Die Wahrscheinlichkeit zu gewinnen betragt 42.1%.

Ldsung b)

Der zu erwartende Gewirth musste den Einsa¥ Gibersteigen. Langfristig gewinnt man bei
diesem Spiel mit einer Wahrscheinlichkeit von 42 déf Betrag 1€. Deshalb gewinnt man
im Durchschnitt mindestens 0.421 € im Spiel. Daenggbt sich, dass héchstens ein Einsatz
von 0.42 € pro Spiel anzusetzen ist, um langfraiggewinnen.

L6ésung mit R

> # ?pbinom Hilfe zur Binomialverteilung
> # vgl. Kap. 7 im Buch

>#inR

> (5/6)"3
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[1] 0.5787037

> # Massefunktion der Binomialverteilung
>#bein=3undp=1/6

> dbinom(0:3, 3, 1/6)

[1] 0.57870370 0.34722222 0.06944444 0.00462963
> # W'keit fur X = 1, 2 oder 3 Erfolge fur

> # Massefunktion der Binomialverteilung
>#bein=3undp=1/6

> sum(dbinom(1:3, 3, 1/6))

[1] 0.4212963

Aufgabe 6.8: Promotion

Bei einer Verkaufsaktion platziert der Herstellegv@nnsymbole unter die Flaschendeckel
von 10% aller Flaschen.
a) Angenommen, Sie kaufen drei Flaschen. Wie grafiedtvahrscheinlichkeit etwas

Zu gewinnen?

b) Wenn Sie ein Six-Pack kaufen, mit welcher Wahrstitiekeit gewinnen Sie etwas?
Hinweis: Es geniigt, die Wahrscheinlichkeit zu eefrit mit der Sie nicht gewinnen.

Losung a)

Voruberlegungen: Die Gewinnwahrscheinlichkeit fiiveeFlasche ist 0.1, dementsprechend
ist die Wahrscheinlichkeit bei einer Flasche nichtgewinnen gleich 0.9.

EreignisA: Man hat bei drei Versuchen keinen Gewinn:

P(4) = 0.9% = 0.729

EreignisA: Man hat bei drei Versuchen mindestens einen Gewin

P(A)=1—-P(A) =1-0.93%= 0.271

Die Wahrscheinlichkeit fir mindestens einen Gewetragt 27.1%.

Ldsung b)

EreignisB: Mindestens einen Gewinn beim Kauf eines Six-P#&B8Rgersuche):
P(B) =1-0.9%= 0.47

Die Wahrscheinlichkeit fir mind. einen Gewinn be{auf eines Sixpacks ist 47%.

Lsung mit R

> # ?pbinom Hilfe zur Binomialverteilung
> # vgl. Kap. 7 im Buch

>#inR

> 0.9"3

[1] 0.729

>1-0.9"3

[1]0.271

>

> # Massenfunktion der Binomialverteilung
>#bein=3undp=0.1

> dbinom(0:3, 3, 0.1)

[1] 0.729 0.243 0.027 0.001

>

> # W'keit fur X = 1, 2 oder 3 Erfolge fur

> # Massenfunktion der Binomialverteilung
>#bein=3undp=0.1

> sum(dbinom(1:3, 3, 0.1))

[1]0.271
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Aufgabe 6.9: Beratungsfirma |

Angenommen, Sie arbeiten fur eine grol3e Beratungsfivon allen Mitarbeitern im
Beratungsgeschaft der Firma haben 55% keine Erfadpin der Telekommu-
nikationsindustrie, 32% haben etwas Erfahrung (3ahre) und der Rest hat grol3e
Erfahrung & 5 Jahre). Sie und zwei andere Analysten werdeilligudusgewahlt in ein
Team, welches ein Projekt in der Telekommunikdiearbeiten soll.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat der erste Kodeam Team, dem Sie begegnen,

a) grol3e Erfahrung im Bereich Telekommunikation?

b) zumindest etwas Erfahrung im Bereich Telekommunikat

c) nicht mehr als etwas Erfahrung im Bereich Telekomkation?

Ldsung a)

Die Wahrscheinlichkeit fir einen Mitarbeiter miofer ErfahrungK):

P(grofse E) =1 — P(keine E) — P(etwas E) =1 — 0.55—-0.32 = 0.13

Die Wahrscheinlichkeit, dass der erste Kollege, &enim Team begegnen, grol3e Erfahrung
im Bereich Telekommunikation besitzt, betragt 13%.

Ldsung b)

Die Wahrscheinlichkeit fir einen Mitarbeiter mitrauindest etwas Erfahrung:

P(zumindest etwas E) = P(etwas E) + P(grofse E) = 0.32 + 0.13 = 0.45

Die Wahrscheinlichkeit, dass der erste Kollege, &eim Team begegnen, zumindest etwas
Erfahrung im Bereich Telekommunikation besitztrégt 45%.

Ldsung c)

Die Wahrscheinlichkeit fir einen Mitarbeiter mitdiistens etwas Erfahrung:

P(hochstens etwas E) = P(keine E) + P(etwas E) = 0.55 + 0.32 = 0.87

Die Wahrscheinlichkeit, dass der erste Kollege mah dem Sie begegnen, hochstens etwas
Erfahrung im Bereich Telekommunikation besitztrégt 87%.

Aufgabe 6.10: Beratungsfirma |l

Gleiches Szenario wie in der Aufgabe zuvor. Miched Wahrscheinlichkeit hat/haben von
den zwei lhrer Kollegen im Team
a) keiner Erfahrung im Bereich Telekommunikation?
b) beide etwas Erfahrung im Bereich Telekommunikation?
c) zumindest einer grof3e Erfahrung im Bereich Telekonikation?
d) Sie nutzen eine bestimmte Rechenregel zur BestigndeurWahrscheinlichkeiten.
Was muss zur Anwendung dieser Regel gelten? Enidaru

Ldsung a)

Die Wahrscheinlichkeit fir zwei Mitarbeiter ohnedtrung (d.h. beide keine Erfahrung):
P(A) = 0.55 % 0.55 = 0.3025

Die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Kollegen im Tdagine Erfahrung im Bereich
Telekommunikation besitzen, betragt 30.25%.

Ldsung b)

Die Wahrscheinlichkeit fir zwei Mitarbeiter mit eas/ Erfahrung:

P(B) =0.32%0.32 =0.1024

Die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Kollegen im Teatmas Erfahrung im Bereich
Telekommunikation besitzen, betragt 10.24%.
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Ldsung c)

Die Wahrscheinlichkeit fir einen Mitarbeiter miofer Erfahrung ist:

P(grofle E) = 0.13

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Mitarbeiter kegnel3e Erfahrung hat, ist:

P(keine groRe E) = P(groRe E) =1 —0.13 = 0.87

Die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Mitarbeiter kegnef3e Erfahrung haben, ist:

P(beide keine grofle E) = 0.87 * 0.87 = 0.7569

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist die Gegenwdtaisdichkeit zu diesem Ereignis, also
P(C) =1-0.7569 = 0.2431

Es gibt natlrlich auch die Moglichkeit, die gesacWWahrscheinlichkeit Uber die
Wahrscheinlichkeiten fur die moglichen Kombinationen Ereignissen auszurechen.
Die Wahrscheinlichkeit, dass zumindest ein MitasaegrolRe Erfahrung besitzt, ist:

P(C) =(0.55%0.13+0.32%0.13) *2 + 0.13 x 0.13 = 0.2431

Die Wahrscheinlichkeit, dass zumindest ein Kolleg&'eam etwas Erfahrung im Bereich
Telekommunikation besitzt, betragt 24.31%.

Ldsung d)

Der Multiplikationssatz gilt nur fir Ereignisse gdstochastisch unabhéangig voneinander sind,
d.h., wenn z.B. ein erfahrener Kollege im Teamhat,das keine Auswirkung auf die
Wahrscheinlichkeit, dass der andere Kollege ebksréalahren ist. In einem grof3en
Unternehmen mit vielen Mitarbeitern kann diese Bgdng als erfillt angesehen werden.

Aufgabe 6.11: Immobilien

Nach Informationen einer Immobilienfirma haben 788ér zum Verkauf stehender
Hauser eine Garage, 15% haben einen Pool und 108émaeides. Wie grol} ist die
Wabhrscheinlichkeit, dass ein zum Verkauf steheHdes:
a) einen Pool oder eine Garage hat?
b) weder einen Pool noch eine Garage hat?
c) einen Pool aber keine Garage hat?
d) Wenn ein Haus zum Verkauf eine Garage hat, wie gtafle Wahrscheinlichkeit,
dass es auch einen Pool hat?
e) Sind die Eigenschaften ,Garage” und ,Pool”“ unabhé&gg Ereignisse? Erklarung
f) Sind die Eigenschaften ,Garage“ und ,Pool* sich gegseitig ausschlielRende
Ereignisse? Erklarung.
Hinweis: Erstellen Sie eine Kontingenztabelle oglarVenn-Diagramm.

Aus den Angaben lasst sich die folgende Kontingeedte konstruieren:

hi]- Pool

Garage Ja Nein D
Ja 0.10 0.60[ 0.70
Nein 0.0t 0.2 0.3C
> 0.15 0.85 1.00

Ldsung a)

Gesucht ist die Vereinigung der EreignigsendG (Definition des logischen ,oder*, alsg).
Es gilt: Das Ereigni® oderg tritt genau dann ein, wenn Ereigifioder Ereignig; oder
beide zugleich eintreten.

Die Wahrscheinlichkeit fir einen Pool oder eine &garist:

P(PUG) =0.05+ 0.60 + 0.10 = 0.75
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Wir haben es hier mit disjunkten Ereignissen zy &lso konnen wir die
Wahrscheinlichkeiten fir die drei Ereignisse (ertterePool, entweder Garage, Pool und
Garage) addieren.

Man kénnte die Aufgabe auch so verstehen: Wie gtofie Wahrscheinlichkeit fur das
alleinige Auftreten vor® undG? Da es sich um disjunkte Ereignisse handelt, kdrvie
diese Wahrscheinlichkeiten direkt aus der Kontiziggoelle entnehmen mit:

P(Pia, Gnein) + P(Prein, Gja) = 0.05 + 0.60 = 0.65

Hier ist aber nur die Losung mit dem logischen jbdehtig.

Ldsung b)

Die Wahrscheinlichkeit fir keinen Pool und keiner&@gge:

P(PUG) =1-0.75=0.25

Das ist also die Gegenwahrscheinlichkeit zum Eigigna). Alternativ lasst sich die gesuchte
Wabhrscheinlichkeit auch aus der KontingenztabeitenP (Garage nein N Pool nein) =

0.25 ablesen.

Lésung c)
Die Wahrscheinlichkeit flr einen Pool aber keingdga:
P(Pool N keine Garage) = 0.05

Losung d)
Die Wahrscheinlichkeit flr Pool unter der Bedingudgss das Haus eine Garage hat, ist:

P(P|G) = 20D _ 1 _ 1429

P(G) 0.7

Ldsung e)

Variante 1: Vergleichen der Randverteilung mit ldedingten Verteilung eines Merkmals.
Hier sind die bedingten Verteilungen der MerkmaidsIRlargestellt. Die Bedingungen sind
Garage = Ja und Garage = Nein.

hj )i Pool

Garage Ja Nein >
Ja 0.14290.8571] 1
Nein 0.1667 0.8333] 1

Die bedingten Verteilungen des Merkmals Pool stimmmé der Randverteilung {0.15, 0.85}
fast Uberein.

Variante 2: Vergleichen der Randverteilung mit ldedingten Verteilung eines Merkmals.
Hier sind die bedingten Verteilungen der Merkmatsdge dargestellt. Die Bedingungen sind
Pool = Ja und Pool = Nein.

hy; Pool
Garage Ja Nein
Ja 0.66670.7059
Nein 0.33330.2941
1 1

Die bedingten Verteilungen des Merkmals Garagemsgmmit der Randverteilung {0.70,
0.30} fast tberein.
Ergebnis: Die beiden Merkmale Garage und Pool siachastisch unabhéngig.
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Lésung f)

Ereignisse, die sich gegenseitig ausschliel3en (@t gemeinsam auftreten), werden als
disjunkte Ereignisse bezeichnet. Es muss gélfenn B) = 0

Hier ist die WahrscheinlichkeR(Pool N Garage) = 0.1 > 0. Pool und Garage sind somit
nicht disjunkt.

Erstellung der Kontingenztabelle mit R
> # Erstellen einer Kontingenztabelle
> Garage <- c(rep("Ja", 70), rep("Nein", 30))
> Pool <- c(rep("Ja”, 10), rep("Nein", 60), rep("Ja ", 5), rep("Nein", 25))
> addmargins(prop.table(table(Garage,Pool)))
Pool
Garage Ja Nein Sum
Ja 0.100.600.70
Nein 0.05 0.25 0.30
Sum 0.15 0.85 1.00
>
> # Tabelle der bedingten Verteilungen
> options(digits=4)
> # Bedingung = Zeile = 1
> addmargins(prop.table(table(Garage,Pool),1))
Pool
Garage Ja Nein Sum
Ja 0.1429 0.8571 1.0000
Nein 0.1667 0.8333 1.0000
Sum 0.3095 1.6905 2.0000
> # Bedingung = Spalte = 2
> addmargins(prop.table(table(Garage,Pool),2))
Pool
Garage Ja Nein Sum
Ja 0.6667 0.7059 1.3725
Nein 0.3333 0.2941 0.6275
Sum 1.0000 1.0000 2.0000

Aufgabe 6.12: Marktforschung

Marktforschungsinstitute kontaktieren bei Befragem@ft zuféllig ausgewahlte
Teilnehmer. Nach Angaben eines Marktforschungsines lag die Kontaktrate (=
Wahrscheinlichkeit einen ausgewahlten Teilnehmermichen) im Jahr 2007 bei 67%
und im Jahr 2012 bei 76%. Von den Befragten, dielgmeich kontaktiert wurden, waren
im Jahr 2007 58% bereit an der Befragung teilzunemuind im Jahr 2012 nur 38%.

a) Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit im Jahr 2012sglein erfolgreiches Interview
mit einer zuféllig ausgewéahlten Person zustandemktthibabei muss die Person
kontaktiert werden und der Befragung zustimmen.

b) Was ist wahrscheinlicher: Ein erfolgreiches Intewimit einer zufallig
ausgewahlten Person im Jahr 2007 oder im Jahr 2012?

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird im Jahr 2012eizuféallig ausgewahlte
Person kontaktiert aber lehnt es ab, an der Befragieilzunehmen?

d) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird im Jahr 2012eizuféallig ausgewahlte
Person nicht kontaktiert oder wird kontaktiert, ieéles aber ab, an der Befragung
teilzunehmen? Zeigen Sie zwei Wege zur Berechnesgy dVahrscheinlichkeit.

Ldsung a)
Die Wahrscheinlichkeit fir eine erfolgreiche Befnag im Jahr 2012:
P(A) =0.76 « 0.38 = 0.2888
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Ldsung b)

Die Wahrscheinlichkeit fir eine erfolgreiche Befnag im Jahr 2007:

P(B) = 0.67 * 0.58 = 0.3886 > P(A)

Die Wahrscheinlichkeit eine erfolgreiche Befragumglahr 2007 zu fuhren war mit 38.86%
groer als im Jahr 2012 (28.88%).

Lésung c)

Die Wahrscheinlichkeit fir eine abgelehnte Befraggum Jahr 2012:

P(C) = P(Kontakt N keine Teilnahme) = 0.76 x 0.62 = 0.4712

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 47.12% wird im 88012 Kontakt hergestellt, aber keine
Befragung gefuhrt werden.

Losung d)

Wahrscheinlichkeit fur keinen Kontakt oder Kontadber Ablehnung der Befragung (2012):
Moglichkeit 1: Uber die Gegenwahrscheinlichkeit

P(D) =1 — P(Kontakt N Teilnahme) =1 —0.76 *x 0.38 = 0.7112

Moglichkeit 2: Uber den Additionssatz

P(D) = (1 — P(Kontakt)) + P(Kontakt N keine Teilnahme)

P(D)=(1-0.76) + 0.76 * (1 — 0.38) = 0.7112

Die Wahrscheinlichkeit fir keinen Kontakt oder Kakit aber Ablehnung der Befragung
betragt 71.12%.

Aufgabe 6.13: GIK |

Die GfK befragt Konsumenten aus finf Landern danablsie der Aussage “Ich betreibe
taglich Gesichtspflege” zustimmen. Die Angaben gindker Kontingenztabelle unten
dargestellt.

nj Zustimmung

Land ja nein weil nicht >
China 361 988 153| 1502
Frankreich 695 763 81| 1539
Indien 828 689 18| 1535
UK 597 898 62| 1557
USA 668 841 48| 1557

Y 3149 4179 362 7690

Angenommen, wir wahlen zufallig eine Person ausedi8tichprobe aus.
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird diese Person Aassage zustimmen?
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit stammt diese Pemsos China?
c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit stammt diese Peraas China und stimmt der
Aussage zu?
d) Mit welcher Wahrscheinlichkeit stammt diese Pergas China oder stimmt der
Aussage zu?

Ldsung a)

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Person zustimmt:
P(A) = % = 0.4095

Ldsung b)

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Person aus Chararst:
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1502

Ldsung c)

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Person aus Chararat und der Aussage zustimmt:
P(C) =~ = 0.0469

Ldsung d)

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Person aus Chararat oder der Aussage zustimmt:

P(D) =22 4 3149 351 _ (1953 + 0.4095 — 0.0469 = 0.5579

7690 7690 7690

Erstellung der Kontingenztabelle mit R
> # Kontingenztabelle erstellen:

> Land <- c(rep("China", 1502), rep("Frankreich" , 1539),

+ rep("Indien”, 1535), rep("UK", 1557), rep("USA", 1557))

>

> Zustimmung <- c(rep(“ja", 361), rep("nein", 988), rep("unschlussig”,153),
+ rep("ja", 695), rep("nein", 763), rep("un schlussig", 81),

+ rep("ja", 828), rep("nein”, 689), rep("un schlissig"”, 18),

+ rep("ja", 597), rep("nein”, 898), rep("un schlissig", 62),

+ rep(“ja", 668), rep('nein”, 841), rep("un schlussig"”, 48))

>
> options(digits=2)
> # Kontingenztabelle mit relativen Haufigkeiten

> addmargins(prop.table(table(Land, Zustimmung)))
Zustimmung
Land ja nein unschliissig Sum
China  0.0469 0.1285 0.0199 0.1953
Frankreich 0.0904 0.0992  0.0105 0.2001
Indien  0.1077 0.0896  0.0023 0.1996
UK 0.0776 0.1168  0.0081 0.2025
USA 0.0869 0.1094  0.0062 0.2025
Sum 0.4095 0.5434  0.0471 1.0000
>
> # Kontingenztabelle mit absoluten Haufigkeiten
> addmargins(table(Land, Zustimmung))

Zustimmung
Land ja nein unschliissig Sum
China 361 988 153 1502
Frankreich 695 763 81 1539
Indien 828 689 18 1535

UK 597 898 62 1557
USA 668 841 48 1557
Sum 3149 4179 362 7690

Aufgabe 6.14: GfK 1|

Betrachten Sie nochmals die Angaben zur GfK-Befrggws der Aufgabe zuvor.
a) Wenn eine Person zufallig ausgewahlt wird, mit ietdVahrscheinlichkeit wird
eine Person aus den USA gewabhlt, die zugleich dssage zustimmt?
b) Unter den Befragten aus den USA, mit welcher Waleiatichkeit ist mit
Zustimmung zur Aussage zu rechnen?

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit stammt ein Teilnehrder der Aussage zustimmt

aus den USA?
d) Sind Zustimmung und Herkunftsland unabhéngige MaidPn
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Die Kontingenztabelle mit relativen Haufigkeitef is

hyj Zustimmung

Land Ja Nein  unschlissig Y
China 0.0469 0.1285 0.0199 0.1953
Frankreich 0.0904 0.0992 0.0105 0.2001
Indien 0.1077 0.0896 0.0023 0.1996
UK 0.0776 0.1168 0.0081 0.2025
USA 0.0869 0.1094 0.0062 0.2025

> 0.4095 0.5435 0.0470 1.0000

Ldsung a)

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Person aus den &t&#mt und der Aussage zustimmt:

P(4) = =2 = 0.0869

7690
Ldsung b)

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine aus den USA stand® Person zustimmt:

P(B) = P(Zustimmung|USA) = ZuStile:;g”USA = 1656587 = 0.4290

Ldsung c)
Die Wahrscheinlichkeit, dass eine der Aussage mnséinde Person aus den USA stammt:

P(C) = P(USA|Zustimmung) = “= 2200 - 52 _ 311

Zustimmung
Losung d)

Gleiche Vorgehensweise wie bei Aufgabe 6.11 e)gherhen der Randverteilungen (Tabelle
siehe oben) mit den bedingten Verteilungen beiderkikhale.

Tabelle der bedingten Verteilungen fir das Spalerkmal Zustimmung:

hj i Zustimmung

Land Ja Nein unschlissig >
China 0.24 0.66 0.10 1.00
Frankreich 0.45 0.50 0.05 1.00
Indien 0.54 0.45 0.01 1.00
UK 0.38 0.58 0.04 1.00
USA 0.43 0.54 0.03 1.00

Die beiden Merkmale sind nicht unabhangig, weillukeingten Verteilungen nicht gleich der
Randverteilung des Merkmals Zustimmung {0.41, 0685} sind, was sich z.B. deutlich im
Falle von China vs. Frankreich zeigt.

Erstellung der Kontingenztabelle fiir d) mit R und Berechnung von KK*

# Kontingenztabelle der bedingten Verteilungen

Land <- c(rep("China", 1502), rep("Frankreich",
rep("Indien”, 1535), rep("UK", 1557),

1539),
rep("USA", 1557))

Zustimmung <- c(rep("ja", 361), rep("nein", 988), r ep("unschlissig”,153),

rep("ja", 695), rep("nein”, 763), r ep("unschlussig”, 81),
rep(“ja", 828), rep("nein", 689), r ep("unschlissig", 18),
rep("ja", 597), rep("nein”, 898), r ep("unschlussig”, 62),
rep("ja", 668), rep("nein", 841), r ep("unschlissig", 48))
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options(digits=1)
addmargins(prop.table(table(Land, Zustimmung),1))

> tab <- table(Land, Zustimmung)
# vgl. zum Test auf Unabhangigkeit Kap. 11
> chisq.test(table(Land, Zustimmung))

Pearson's Chi-squared test

data: table(Land, Zustimmung)
X-squared = 400, df = 8, p-value <2e-16

>
> # Kontingenzkoeffizient KK_star

> # ist mit 0.3 deutlich grof3er als Null => keine U nabhéangigkeit
>m <- 3 # =>kleine Zahl von Spaltenzahl un d Zeilenzanhl
>n <-7690 # Anzahl der Beobachtungen

>QK<-400 #QK

> KK_star <- sqrt((QK / (QK + n)) * (m / (m - 1)))

> KK_star

[1]0.3

Kapitel 7: Zufallsvariablen und ausgewahlte Verteiingen

Aufgabe 7.1: Zwei Wiirfel

Es werden zwei Wurfel geworfen. Die Zufallsvaridbleei definiert als die absolute
Differenz der Augenzahlen beider Wiirfel.
a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkei§ix < 1) undP(X > 4).
b) Auf welchen Voraussetzungen beruhen die von Ihersvendeten
Wahrscheinlichkeiten?
c) Bestimmen Sie fur diese diskrete ZufallsvariabdéeMiassen- und
Verteilungsfunktion. Zeichnen Sie beide Funktionen.

Ldsung a)
Die Elemente des Ereignisrauntekénnen folgendermalRen dargestellt werden:

§={1.1), (2,1), (3,1), (4.1), (5.1), (6,1),
(1,2), (2,2), (3,2), (4,2), (5,2), (6,2),
(1,3). (2,3), (3,3), (4,3), (5,3), (6,3),
(1,4), (2,4), (3,4), (4.4), (54), (6,4),
(1,5), (2,5), (3,5), (4,5), (5,5), (6,5),
(1,6), (2,6), (3,6), (4.6), (5,6), (6,6)}

Die ZufallsvariableX ist dabei definiert al¥ = |[Augenzahl 1. Wurf- Augenzahl 2. Wurf |
Die Werte lassen sich wie folgt berechnen:

WabhrscheinlichkeiP(X < 1) = g = %, da das Ereignis 16 Elementarereignisse besitzt:
P(X <1) ={(1.1), (2,1), (1,2), (2,2), (3,2), (2,3), (3,3%,8), (3,4), (4,4), (5,4), (4,5), (5,5),
(6,5), (5,6), (6.6)}

WabhrscheinlichkeiP (X > 4) = 32—6 = % da das Ereignis 2 Elementarereignisse besitzt:
P(X > 4) ={(6,1), (1,6)}

Ldsung b)
Die Ereignisse (Ergebnis 1. Wurf, Ergebnis 2. Wanfild unabhangig. Mit anderen Worten,
die Wahrscheinlichkeit fur eine bestimmte Augenzah. Wurf wird nicht von der
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Augenzahl im 1. Wurf beeinflusst. Daraus folgt z@assP (1. Wurf = 2,2. Wurf = 3) =
P(1.Wurf =3,2.Wurf =2) = %.

Lésung c)

Fur die Massenfunktion gilt:
(2 firx=0

36

2 firx =1
36
8
36
fO) =92 firx =3
36

firx =2

4

— flirx =4
36
Z firx =5
36
\0 sonst

Massenfunktion f(X)

0.4

f(x)
0.3

0.2

0.1

(— flirx=0
— firx=1
F(x)=<£furx=2
— flirx =
— firx=4
== furx =

63



Verteilungsfunktion F(x)

1.0

0.8

0.6

F(x)

0.4

0.2

Losung mit R

> # Zeichnen der Massenfunktion in R:

> X <- ¢(0:5) # Variable X definieren

> f <- ¢(6/36, 10/36, 8/36, 6/36, 4/36, 2/36) # Var iable f definieren

> ecdf_f <- cumsum(f) # CDF berechnen

>

> plot(X, f, main = "Massenfunktion f(X)", cex.lab = 1.5, ylim = ¢(0, 0.4),
+ cex.axis = 1.5, type = "h", xlab = "X", ylab = "f x)"

>

> # Zeichnen der Verteilungsfunktion in R:

> plot(X, ecdf_f, main = "Verteilungsfunktion F(x)" ,

+ylim = ¢(0, 1), cex.lab = 1.5, cex.axis = 1.5,

+ type = "s" xlab = "X", ylab = "F(x)")

> segments(0,0,0,0.1667); segments(-1,0, 0, 0); seg ments(5,1,6,1)

>

> # Die Werte in a) lassen sich auch aus der Vertei lungsfunktion ablesen:
> # Wahrscheinlichkeit P(X <= 1) = 16/36

> # Wabhrscheinlichkeit P(X > 4) = 1 - 34/36 = 2/36

Aufgabe 7.2: Mensch-argere-Dich-nicht

Um beim Mensch-argere-Dich-nicht herauskommen naéw (,Erfolg”), muss man bei
drei Wirfen mindestens eine Sechs wirfeln. De&ni&ie eine Zufallsvariablé mit
»YAugenzahl = 6“ bein = 3 Wirfen.
a) Ermitteln Sie die Massenfunktion der Zufallsvareabl
b) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, bei dieseneSp@rauszukommen, d.h.
P(X = 1)?

Ldsung a)

Hier liegt eine binomialverteilte Zufallsvariablerny da mitn Versuchen ein Bernoulli-
Experiment mit konstanter Eintrittswahrscheinlicihgedurchgefuhrt wird.

Die Massenfunktion einer binomialverteilten Zufa#isable ist

n X n—x J—
, _ p*(1—p) . x=012,..,n
fzi(x,p,n) {(x) ) fur o
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./ m n!
WObeI(x) T xl(n-x)!
Hier istn = 3 undp = %. Die ZufallsvariableX ist die Zahl der Erfolge (6) beim Wirfeln.
Fur die Massenfunktion ergibt sich:

(0.5787 fir x =0
[0.3472 fir x =1
f(x) = 4 0.0694 fiir x = 2
lo.oo46 fir x =3

0 sonst

Diese Werte mussen ausgerechnet werden, denn logdd der Massenfunktion der
Binomialverteilung im Buch (S. 292/293) weist nueié fiirp = 0.15 undp = 0.2 aus.
Die folgende Abbildung zeigt die Massenfunktion

Massenfunktion der Binomialverteilung,n=3,p=1 /6

f()
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

0.1

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Ldsung b)
Die Wahrscheinlichkeit, mindestens eine Sechs ztielvij betragt:
P(X>=1)=1-0.5787 = 0.4313.

L6sung mit R

> # a) # Massenfunktion fUr Binomialverteilung

> # ?dbinom # Hilfe fur die Binomialverteilung

> # dbinom(X, size, prob)

> # x = Zufallsvariable, size = n (Zahl der Versuch e), prop=p
> dbinom(0:3, 3, 1/6)

[1] 0.57870 0.34722 0.06944 0.00463

>

> f <- dbinom(0:3, 3, 1/6) # Massenfunktion

> x <- ¢(0:3) # x Variable definieren

>

> # gezeichnet:

> plot(x, f, main = "Massenfunktion der Binomialver teilung, n =3, p = 1/6",
+ type = "h", xlab = "x", ylab = "f(x)")
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Aufgabe 7.3: Promotion

Ein Internet-Provider gibt bekannt, dass jeder &ua Nutzer zufallig ausgewahlt wird und
ein Geschenk erhélt. Eine Gruppe von 10 Nachbasclde(3t, den neuen Internet-Service
zu buchen.
a) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindessteer Teilnehmer der Gruppe das
Geschenk erhalten?

b) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass keinnedimer der Gruppe das Geschenk
bekommt?

Ldsung a)

Es liegt ein 10 x wiederholtes Bernoulli-Experimertit der Erfolgswahrscheinlichkeit von

p = 0.2 vor. Die Zufallsvariable ,Zahl ErfolgeX ist somit binomialverteilt. Gesucht ist die

Wahrscheinlichkeit, dass 4 oder mehr Teilnehmerigeewn, also
PX=4)=P(x=4)+P(x=5)..+ P(x=10)

Die Eintrittswahrscheinlichkeiten kénnen als Welte Massenfunktion aus der Tabelle der

Binomialverteilung im Buch (S. 292/293) abgelesemden. Natirlich kbnnte man auch die

Formel fur die Massenfunktion benutzen, nur waes dieutlich aufwandiger. Die

Wabhrscheinlichkeit fiir 4 Erfolge bai= 10 undp = 0.2 ist z.B.P(x = 4) = 0.0881. Es

ergibt sich:

P(X > 4) =0.0881 + 0.0264 + 0.0055 + 0.0008 + 0.0001 + 0.0000 + 0.0000 = 0.1209

Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 12% bekommaendastens vier der zehn Nachbarn ein

Geschenk.

Lésung b)

Hier mussP(x = 0) bestimmt werden. Die Wahrscheinlichkeit, dass k&achbar ein
Geschenk bekommt, betragt ca. 10.74%.

Die folgende Abbildung zeigt die Massenfunktify(x,n = 10,p = 0.2)

Massenfunktion der Binomialverteilung, n =10, p = 0.2
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Losung mit R

> options(scipen="10") # Ausgabe in Dezimaldarstell ung
>

> #a)

> sum(dbinom(4:10, 10, 0.2))

[1] 0.1209

>

> #Db)

> dbinom(0:10, 10, 0.2)

[1] 0.1073741824 0.2684354560 0.3019898880 0.20132 65920 0.0880803840
[6] 0.0264241152 0.0055050240 0.0007864320 0.00007 37280 0.0000040960
[11] 0.0000001024

> dbinom(0, 10, 0.2)

[1] 0.1074

> # Abbildung der Massenfunktion
> plot(0:10, main = "Massenfunktion der Binomialver teilung, n = 10,
+p =0.2", dbinom(0:10, 10, 0.2), xlab = "X", type ="h")

Aufgabe 7.4: Basketball

Ein Spieler wirft beim Training aul3erhalb der Dieisnkte-Linie auf den Korb. Er trifft bei
jedem Wurf mit einer Wahrscheinlichkeit \@r= % Die ZufallsvariableX sei definiert als

die Anzahl der Treffer bei einer Serie woB- 4 Wirfen.
a) Geben Sie die Massenfunktion der ZufallsvarialXleam.
b) Wie grof3 sind Modus, Median, Erwartungswert undiadfa vonX?
c) Zeichnen Sie die Verteilungsfunktion van

Ldsung a)
Nach der Formel fiir die Massenfunktion der Binowealeilung ergibt sich

foi (e 2,4) = () (&) furx = 01,234

X
Furx = 0 ergibt sich:

fai (o,%, 4) - (g) (%)0 (%)4_0 - ﬁ 1 (%)4 =21+0.0625 = 0.0625
Furx = 1 ergibt sich:

(134 = (D) () =) =555 05+ 0a25 = 025
Furx = 2,3,4 vgl. die Werte unten.

Naturlich lie3en sich die Wahrscheinlichkeiten atber einen Wahrscheinlichkeitsbaum
ermitteln. Hierzu sind folgende Uberlegungen nétig:
Die 16 Kombinationen sind (0 = kein Treffer, 1 =effer):

1. Wurf (kein Treffer) 0

1.&2. Wurf 00, 01

1.&2.&3. Wurf 000, 001 010, 011

1.&2.&3.&4. Wurf 0000, 0001 0010, 0011 0100,01010110, 0111
1. Wurf (Treffer) 1

1.&2. Wurf 10, 11

1.&2.&3. Wurf 100, 101 110,111

1.&2.&3.&4. Wurf 1000, 1001 1010,1011 1100, 11011110, 1111

Es gibt nur eine 4er-Serie, d.h., alle 4 Wirfe sidTreffer. Analog gibt es nur eine Oer
Serie. Das Auszéhlen der Treffer-Ereignisse ejdtiMassenfunktion dieser Zufallsvariable:
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(L firx =0
16

f—fﬁrx =1
16

6 .

[0 ) e firx =2
f—fﬁrx =3
16

1 ..
— flirx =4
16

\0 sonst

Die Werte der Massenfunktion kdnnten auch tbefdigelle der Binomialverteilung (vgl.
Buch, S. 292/293) fim = 4 undp = 0.5 bestimmt werden. Es ergibt sich folgende
Abbildung

Massenfunktion der Binomialverteilung,
n=4,p=05

0.5

0.2 0.3 0.4
!

dbinom(0:4, 4, 0.5)

0.1

0.0
|

Losung b)

Modus: Der Wert mit der gro3ten Wahrscheinlichkedsse, hiex,,,q = 2.
Median:xjo5) = 2. Dieser Wert kann am besten grafisch ermittelt eerd
Wegen Symmetrie ist der Erwartungswig) = 2.

Die Varianz ist nach der Formgé(X) = np(1 — p) zu berechnen.

Es ergibt siclV(X) =4+« 0.5(1 — 0.5) = 1.

Alternativ liel3e sich die Varianz auch berechneéin m

V) = X (x — ECD) Fx)
=(0-2)%% —+ (1 =202 x—+ Q-2 x o+ B -0 x -+ (4 -2 x =1

Ldsung c)
Die Verteilungsfunktion ergibt sich durch Kumuliarder Massenfunktion. Die
Verteilungsfunktion dieser Zufallsvariable ist:
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( Ofirx<oO
Lfiro<x<1
16
%fﬁrlﬁx<2
F(x) =411 ..
EfUFZSX<3

Dfirs<x <4
16
\ 1fiird <x

Verteilungsfunktion der Binomialverteilung,

n=4,p=05
o
— 4,_
© |
o
© |
o
2
[
<
o
.
o
o __|
o
T T T T T
0 1 2 3 4
X
Losung mit R
> #a)
> dbinom(0:4, 4, 0.5) # Massenfunktion
[1] 0.0625 0.2500 0.3750 0.2500 0.0625
> #Db)
> # So kdnnte man E(X) berechnen, aber das wére
> # recht umstandlich:
> sum(dbinom(0:4, 4, 0.5)*(0:4))
[1]2
>
> # c) Abbildungen
> F <- dbinom(0:4, 4, 0.5) # Massenfunktion
> X <- ¢(0:4) # X Variable definieren
> ecdf_F <- cumsum(F)  # CDF berechnen
>
> # Zeichnen der Massenfunktion
> plot(0:4, main = "Massenfunktion der Binomialvert eilung,

+n=4,p=0.5" dbinom(0:4, 4, 0.5),
+ylim = ¢(0, 0.5), xlab = "X", type = "h")
>

> # Zeichnen der Verteilungsfunktion

> plot(X, ecdf_F, main = "Verteilungsfunktion der B
+n=4,p=0.5" type ="s", xlab ="x", ylab ="

> segments(0,0,0,0.0625); segments(-1,0,0,0); segme

inomialverteilung,
F(X)", ylim = ¢(0, 1))
nts(4,1,5,1)
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Aufgabe 7.5: Verteilung

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer diskreterdiallsvariableX, die nur die drei Werte
0, 1 und 2 annehmen kann, sei durch die Massemumnkt

Ng—3-0+0 _ x=012
fx)=PX =x) = {27 . far sonst
definiert. Dabei istz eine geeignet zu wahlende Konstante.
a) Wie grold musa sein? Begrindung. Erstelle Sie eine Skizze deséfdisnktion.
b) Wie grof3 sind die WahrscheinlichkeiteX > 1) undP(1 < X < 3)?
c) Wie grol3 ist die bedingte WahrscheinlichkqX = 2|X > 1)?
d) Berechnen Sie Erwartungswet{X) und VarianZ/(X).

Losung a)
Die Summe der Werte einer Wahrscheinlichkeitsfuorktnuss Eins sein, daher lasst sich der
Parameten folgendermalien herleiten:
_ (20 51 20 52 20 53
Zf(x) _(27a 3 )+(27a 3 )+(27a 3 )
20 1 1 1 20 13
= —q—-—-"—=-"——=—q——=1
30 3 913 27 9 ) 27
S—a=1+ —a= -
9 27 3

Die Massenfunktion ist dann:

20,2 _3-(140) = 0,160 firx = 0

27 3
20 2
20 2 o-(1+1) — S
Flx) = {27 #==3 0.383 fiirx = 1
242 _3-0142) = 0457 fir x = 2
k27 3
0 sonst
Massenfunktion f(X)
<
Sl T T T T T
1 0 1 2 3
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Ldsung b)
P(X>1)=0457=P(1<X<3)

Ldsung c)

_ _ P(X=2nx=z1) _ 0.457 _
PX=2lx=21)= P(Xx=1)  (0.383+0.457) 0.544
Losung d)

Erwartungswert:
E(X)=0%0.160+1+0.383 + 2« 0.457 = 1.297
Varianz:

E(X?) = 0% x 0.160 + 12 * 0.383 + 22 x 0.457 = 2.211
V(X) = 2.211 — (1.297)2 = 0.529

Losung mit R
> # b) Massenfunktion in R zeichnen:
> X <- ¢(0:2)# Variable X definieren

> f <- (20/27)*(2/3) - 3" (-(1+X))# Variable f defin ieren

> plot(X, f, main = "Massenfunktion f(X)", type =" h",

+ylim = ¢(0, 0.5), xlim = c(-1, 3), xlab ="X", yl ab = "f(x)")
> # c) Die Ldsung fir c) ist aus der Massenfunktion abzulesen.

Aufgabe 7.6: Dreiecksverteilung

Die Verteilung einer stetigen Zufallsvarialfesei durch folgende Dichtefunktion definiert

dax 0<x<1
f(x) =4{6a —2ax fur 1<x<3.
0 sonst

Dabei ista eine geeignet zu wéhlende Konstante.
a) Wie grold musa sein? Begrindung. Erstellen Sie eine Skizze devt€unktion.
b) Wie grof3 sind die Wahrscheinlichkeite(X = 1), P(0.5 < X < 2) undP(X < 2)?
c) Wie grol ist die bedingte WahrscheinlichkqX < 1|X < 0.5)?
d) Berechnen Sie den Erwartungswert der Zufallsvaeall.

Losung a

Der Pgrar)netem muss so gewahlt werden, dass das Integrale uvatddidntefunktion exakt
Eins ergibt, also:

fj;o fdx=1=1= f01(4ax)dx + f13(6a — 2ax)dx = 2ax? + (6ax — ax?)
1=2a+((18a—9a) — (6a—a)) © 1 =2a+ (9a — 5a)

l=6a=a= %

Damit ergibt sich folgende Dichtefunktion:
2

3X 0<x<1
fr)=41_1, fur 1<x<3
3 sonst

0
Die Abbildung der Dichte (mit Hilfslinien fix = 0.5 undx = 2, vgl. b)):
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Dichtefunktion

0.6

0.4 0.5

)

0.3
|

0.2
|

0.1

0.0
|

Ldsung b)
Die Punktwahrscheinlichkeit einer stetigen Zufadisable mit unendlichen vielen
Auspragungen ist Null. Es ist alsd{x = 1) = 0. Der Wert der Dichte an der Stelle 1 ist

hingegenf(x = 1) = 2 .

Die beiden anderen Wahrscheinlichkeiten berechiwbniber Flachen unter der
Dichtefunktion. FUP (0.5 < X < 2) berechnet man am besten die (Dreiecks)-Flachks lin
vonx = 0.5 und rechts vorr = 2 und zieht diese Flachen von 1 ab.
POOS<X<2)=1-2--—1;-=="Z=2
Fur P(X < 2) berechnet man die (Dreiecks)-Flache rechtsaven2 und zieht diese Flache

von 1 ab.
PX<2)=1-155=2

Ldsung c)

P(X<1]X<05)=1

Die Bedingung X < 0.5) ist eine Teilmenge vorX(< 1).
Folglich istP(X < 1|X < 0.5) =1

Ldsung d)

+oo 1/2 3 1
EX)=[__ xf(x) =], (gxz) dx + | (x —gxz)dx
2 r1 3 1,3 21 1 11
=2 [, ¥¥dx+ [[xdx — - [[x? dx = S0 [P]5 + S [¥P]] — S 1]
= §+§(9— 1) —5(27— 1) = 1.33
Da die Dichtefunktion linkssteil bzw. rechtsschigf ist es plausibel, daggX) > 1 ist.

Lésung mit R

> #b)

>X1<-seq(0,1,0.0)#fur0< X< 1
>fl <- 2/3*X1

> X2 <-seq(l, 3,0.00)#furl <=X<=3
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> 2 <- 1-1/3*X2

>

> # Zeichnen der Dichtekurve:

> plot(X1, f1, main = "Dichtefunktion”, type ="I",
+ xlim = ¢(0, 4), xlab ="X", ylab = "f(x)")

> lines(X2, f2)

> abline(h = 0, col = "grey")

>

> abline(v = 0.5, Ity = 2)

> abline(v =2, Ity = 2)

Aufgabe 7.7: Rechteckverteilung

Eine stetige Zufallsvariabl® sei im Intervall[2, 7] rechteckverteilt.
a) Fertigen Sie eine Skizze fur die Dichtefunktion diedVerteilungsfunktion an.
b) Wie grof3 sind die WahrscheinlichkeiteX > 3), P(1.5 < X < 3) undP(X < 5)?
c) Wie grol ist die bedingte WahrscheinlichiikX < 3|X < 4)?
d) Berechnen Sie den Erwartungswert und die VarianZdéallsvariablenX.

Ldsung a)
Mit den Intervallgrenzen und der Rechteckverteilengeben sich folgende Skizzen:

Verteilungsfunktion der Rechteckverteilung mita = 2,b=7 Dichtefunktion der Rechteckverteilung mita=2,b =7
o | & |
— (=}
©
S | g |
(=}
©
S A
3 g 2
o = o
<
o
T}
o
o o
o
o | s8] _ | L
© T T T T T T T T o T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
X X
Ldsung b)
Hinweis: Hier wie im Folgenden gelten die Be2|ehermg7 24) (7.26) des Lehrbuchs.
PX>3)=1-PX<3)=1-FQ3) = 1——— 1——=—

5
Die Wahrscheinlichkeit fuP (X > 3) betragt 80%

P15 <X<3)=F(3)-F(15) =:-0=1

Die Wahrscheinlichkeit fuP (1.5 < X < 3) betragt 20%.

P(X<5) =P(X<5 =FG)=2=2

7-2 5
Die Wahrscheinlichkeit fiP (X < 5) betragt 60%.

Man beachte, dagyX < 5) = P(X < 5) wegenP(X =5) = 0.
Ldsung c)

Die bedingte Wahrscheinlichkeit ist

P(X <3|X <4)===05

73



Losung d)

a+b _ 2+7

E(X) =T—T=4.5
(b-a)? _ (7-2)*

V(X) = = 2.083
12
Losung mit R
> #a)
> # Verteilungsfunktion der Rechteckverteilung
>a=2;b=7
> curve(punif(x, a, b), cex.lab = 1.5, cex.axis =1 .5,
+ main = "Verteilungsfunktion der Rechteckverteilun gmita=2,b=7",

+ xlab ="x", ylab = "F(x)", xlim = ¢(1, 8))
>

> # Dichtefunktion der Rechteckverteilung

> curve(dunif(x, a, b), cex.lab = 1.5, cex.axis =1 .5,

+ main = "Dichtefunktion der Rechteckverteilung mit a=2,b=7",
+ xlab ="x", ylab = "f(x)", xlim = c(1, 8))

>

> #Db)

>#P(X>3)

> 1 - punif(3, a, b)

[1]0.8

>

>#P(1.5<X<3)

> punif(3, a, b) - punif(1.5, a, b)
[1]0.2

>

># P(X<5)

> punif(5, a, b)

[1]0.6

> punif(4.9999999, a, b)
[1]0.6

>

>#c)

>#P(X<3|X<4)

> punif(3, a, b) / punif(4, a, b)
[1]0.5

Aufgabe 7.8: 1-kg-Pakete

Bei einer Gewichtskontrolle von 1-kg-Paketen wuedtgestellt, dass das Gewicht
naherungsweise normalverteilt ist mit Mittelwei®2 kg und Standardabweichung 0.03 kg.
a) Wie viel Prozent aller Pakete wiegen mindesteng?13kizzieren Sie die
Dichtefunktion.
b) Jenseits welchen Betrags befinden sich die 5% sskamePakete?
c) Wie viel Prozent aller Pakete wiegen mindesten® Rg®

Ldsung a)
Voruberlegungen: Das Gewicht folgt annahmegemag &i(1.02,0.03)-Verteilung. Wir
konnen diese Verteilung durch Standardisierenne ¥i(0,1)-Verteilung tberfihren und
dann Wahrscheinlichkeitsaussagen treffen. Die \karierteilungsfunktion de¥ (0,1)-
Verteilung,Fs:(z), bzw. die Quantile dev (0,1)-Verteilung,z[q], kdbnnen aus der Tabelle im
Buch (S. 294) abgelesen werden. Wir nehmen an,edalssliebig viele Werte fir das
Gewicht gibt (Stetigkeit).

Uy  1-1.02

Standardisierernz = £ = ——2 = _0.67
Oy 0.03

PX>1kg)=1-P(X <1kg) =1—P(z < —0.67) = 1 — F5,(—0.67)
=1—(1—F5(0.67)) = F5;(0.67) = 0.7486
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Ca. 75% der Pakete wiegen mindestens 1kg.
In der Abbildung der Dichtefunktion dar(1.02,0.03)-Verteilung unten, ist diese
Wahrscheinlichkeit die Flache rechts von der gesélien roten Linie.

Dichtefunktion fir N(1.02, 0.03)

12
|

10
I

f(X)

0.90 0.95 1.00 1.05 1.10 1.15
X
Ldsung b)
Das 95%-Quantil delV (0,1)-Verteilung betragt[0.95] = 1.64.

x -1.02

Es giltz = x;ﬂ Es ergibt siclx = = 1.64

Ruckstandardisieren ergibt:= 1.02 + 1.64 - 0.03 = 1.069

Die kritische Grenze liegt bei 1.069 kg, d.h., @itsdieses Betrags sind die 5% der
schwersten

Pakete (vgl. Flache rechts von der blau gestriehdlinie in der Abbildung oben).

Lésung c)
Standardisierernz = =% = (1'0;;02) =0

Ox
P(X>1.02)=P(z>0)=1-P(z<0) = F5(0) =05
50% aller Pakete wiegen mindestens 1.02 kg.
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L6sung mit R
> # a) Zeichnen der Dichtefunktion
>z <- gnorm(0.95); z

[1] 1.644854

> X95 <- 1.02 + z*0.03; X95

[1] 1.069346

> curve(dnorm(x, mean = 1.02, sd = 0.03), xlim = c( 0.9, 1.15),

+ main = "Dichtefunktion fiir N(1.02, 0.03)", xlab = "X", ylab = "f(X)")
> abline(v = 1.02, col = "grey"); abline(h = 0, col ="grey")

> abline(v =1, Ity = 2, lwd = 3, col = "red")

> abline(v = X95, Ity = 2, Iwd = 3, col = "blue")
>

> # Berechnung der Wahrscheinlichkeit P(X >= 1.00)
>1 - pnorm(1, 1.02, 0.03) # mind. 1kg

[1] 0.7475075

>

> # b) P(X > X_krit) = 0.95

> gnorm(0.95, 1.02, 0.03)

[1] 1.069346

>

>#c) P(X>=1.02)

>1 - pnorm(1.02, 1.02, 0.03)
[1] 0.5

Aufgabe 7.9: Kaffee

Eine Kaffeertsterei weild aus Erfahrung, dass ddgyEwicht der 500g-Packung Kaffee
naherungsweise einer Normalverteilung mie 500g undo = 5g unterliegt.
a) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Bagkexakt 500g wiegt?
b) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Bagkzwischen 495 g und 505 g
wiegt?
c) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Bagkweniger als 490 g wiegt?
d) Welches Gewicht unterschreitet eine Packung méraiahrscheinlichkeit von
5%7?

Ldsung a)

Das Merkmal Gewicht ist stetig, also beliebig genmsssbar. Wir messen also nicht nur
Gramm-genau, sondern im Bereich von 1/1000 Gramen woch genauer (z.B. 1/1000000
Gramm). Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Paket £%8R.000g (oder noch genauer) wiegt
ist daher nahe Null. Es ist al®gX = 500) = 0.

Ldsung b)

Das vorgegebene Intervall ist ausgehend von Mitglye eine Standardabweichung nach
oben und nach unten. Wir kbnnen also die Empifedé (vgl. S. 53 im Buch) anwenden und
als Ergebnis ist zu erwarten, dass ca. 2/3 allebBehtungen in diesem Intervall liegen.

Die Wahrscheinlichkeit fur ein ,Gewicht kleiner 4§51asst sich folgendermal3en berechnen:

P(X < 495) = P (% < 495;500) = P(z < —1) = Fg(=1) = 1 — Fg (1)
=1-0.8413 = 0.1587

Die Wahrscheinlichkeit fir ein ,Gewicht gro3er 5§5ist:

P(X>505) =P (2> 22 = p(z> 1) =1-P(z < 1) = 1 - Fg, (1)

5
=1-0.8413 = 0.1587
Die Wahrscheinlichkeit fir ein ,Gewicht kleiner 4§5und ein ,,Gewicht gréRer 505 g“ ist:
P(X <495nX > 505) =0.1587 + 0.1587 = 0.3174
Damit ist die gesuchte Gegenwahrscheinlichkeit:
P(495 < X <505)=1-0.3174 = 0.6826
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Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Packung zwis&8&g und 505g wiegt, betragt 68.26%
(ca. 2/3). In der Abbildung unten ist dies die Ricdie durch die Dichtefunktion und die rot
gestrichelten Linien begrenzt ist.

Ldsung c)
Die Wahrscheinlichkeit fir ,,Gewicht kleiner 490 i3t:
P(X <490) = P (£ < B50) = P(z < —2) = F(-2) = 1 - Fe(2)

5
=1-0.9772 = 0.0228
Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Packung wenitped4@0g wiegt, betragt 2.28%. In der
Abbildung unten ist dies die Flache unter der Daditks der blau gestrichelten Linie.

Ldsung d)

Gesucht ist das 5% Quantil der Standardnormalventg@und damit, 5). Auf Grund der
Symmetrie vory'(z) gilt:

Z[o.05] = —Z[0.95] = —1.645 (vgl. Tab. 14.1 im Lehrbuch)

Durch Ruckstandardisieren kann der entsprechended&fieZufallsvariableiX berechnet
werden.

—1.645 = = x = 491.775g

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 5% wird das Gewiemes Pakets 491.775g unterschreiten.
In der Abbildung unten ist dies die Flache unter@iehte links der griin gestrichelten Linie.

x—500

Dichtefunktion fir N(500, 5)

0.08
!

0.06
!

fX)
0.04
|

0.02
!

0.00
!

470 480 490 500 510 520 530

Losung mit R

> #a)

> # Achtung, R liefert den Funktionswert fur die Di chte:
> dnorm(500, 500, 5)

[1] 0.07978846

> # Dies ist NICHT die Punktwahrscheinlichkeit (die se ist Null),
> # da wir es mit einer stetigen Zufallsvariablen z u tun haben.
> #Db)

> pnorm(505, 500, 5) - pnorm(495, 500, 5)
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[1] 0.6826895

>#c)

> pnorm(490, 500, 5)
[1] 0.02275013

> #d)

> gnorm(0.05, 500, 5)
[1] 491.7757

>

> # Dichtefunktion fir N(500,5)

> curve(dnorm(x, mean = 500, sd = 5), xlim = c(470, 530),

+ main = "Dichtefunktion fiir N(500, 5)", xlab = "X" , ylab = "f(X)")
> abline(h = 0, col = "grey")

> abline(v = 495, Ity = 2, Iwd = 3, col = "red")

> abline(v = 505, Ity = 2, lwd = 3, col = "red")

> abline(v = 490, Ity = 2, lwd = 3, col = "blue")

> abline(v = 491.775, Ity = 2, lwd = 3, col = "gree n")

Aufgabe 7.10: Reifen

Ein Reifenproduzent ist sich sicher, dass die Lethaner seiner Winterreifen durch eine
Normalverteilung mit einem Mittelwert von 32000 wnal einer Standardabweichung von
2500 km charakterisiert ist.

a) Angenommen Sie kaufen einen dieser Winterreifemwafrscheinlich ist es, dass
dieser Reifen 40000 km halt? Erklarung.

b) Ungefahr welcher Anteil der produzierten Reifert le@lvartungsgemal’ weniger als
30000 km?

c) Ungefahr welcher Anteil der produzierten Reifer le@lvartungsgeman zwischen
30000 km und 35000 km?

d) Bestimmen und interpretieren Sie den Interquarbiésand der Daten.

e) Ein lokaler Handler plant eine Marketing-Strategbei der jeder Kunde eine
Entschadigung erhélt, wenn die Reifen nicht eineddstzahl an km halten. Der
Handler mdchte aber sein finanzielles Risiko begearund plant, nur einem von 25
Kunden eine Entschadigung zu gewahren. Welche Blirale an km muss fir die
Garantie gewahlt werden?

Ldsung a)
.. - 40000—-32000
Standardisiererz = = = =32

Ox
P(X =40000) =1—-P(X <40000) =1—-P(z<3.2)=1-Fs(3.2)
=1-0.9993 = 0.0007
Mit anderen Worten: 40000 km sind 3.2 Standardatiwgigen Gber dem arithmetischen
Mittel. Das ist extrem viel und daher ist eine beldlindestlaufleistung sehr
unwahrscheinlich. In der Abb. unten ist diese Weltemlichkeit die Flache unter der Dichte
rechts der gestrichelten roten Linie.

Ldsung b)
7 = X— Uy — 30000—-32000 =08
2500

Ox
P(X <30000) = P(X <30000) = P(z < —0.8) = F5;(—0.8) = 1 — F5;(0.8)
=1-0.7991 = 0.2119
Daraus folgt, dass 21.2% aller Reifen erwartungsdemweniger als 30000 km halten.
In der Abb. unten ist diese WahrscheinlichkeitEli&he unter der Dichte links der linken
gestrichelten blauen Linie.

Losung c)
P(30000 < X < 35000) =P (w <, < 3500205—0302000)
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= P(—0.8 <z <1.2) = F5,(1.2) — F,(—0.8) = 0.8849 — 0.2119 = 0.673
67.3% der Reifen halten zwischen 30000 km und 3%@®0in der Abb. unten ist diese
Wahrscheinlichkeit die Flache unter der Dichte ziwen den gestrichelten blauen Linien.

Ldsung d)
Z[0.75] = 0.67
X-32000
0.67 = 2500 — X[O.75] == 33675 km
Z[O.ZS] = —0.67
~0.67 = L2200 = X145 = 30325 km

2500
I1QA = 33675 km — 30325 km = 3350km

Der Interquartilsabstand betragt 3350 km. Das betiedass die mittleren 50% der Reifen
zwischen 30325 km und 33675 km, in einem Interdail Lange 3350km, halten.

Ldsung e)
Die gewilinschte EintrittswahrscheinIichkeit-i;t= 0.04. Wir suchen also das 4%-Quantil

der Standardnormalverteilung. Dieser Wert kann ddrer die Formel fur die
Standardisierung wieder in einen Wert Xiumgerechnet werden.

Es gilt: zj4) = —z[1_4) Mito als Wahrscheinlichkeit im Intervall (0,1).
Hier:

Z[p.04] = —Z[0.96] = —1.75 Der korrespondierendeWert ist also-1.75.
~1.75 = T2 o Xjg04) = 27625km

2500
Der Handler sollte seine Garantie bei der Unterstinng von 27625 km einfiihren, um sicher

zu gehen, dass nur ca. 4% der Kunden die Entsalnrégligrhalten. In der Abb. unten ist diese
Wahrscheinlichkeit die Flache unter der Dichte d$idler gestrichelten grinen Linie.

Dichtefunktion fir N(32000, 2500)

0.00015
!

0.00010
!

fX)

0.00005
!

T T
20000 25000 30000 35000 40000 45000

0.00000

Losung mit R
#a)
1 - pnorm(40000, 32000, 2500)
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#b)
pnorm(30000, 32000, 2500)

#¢)

pnorm(35000, 32000, 2500) - pnorm(30000, 32000, 250 0)
#d)

gnorm(0.75, 32000, 2500) - gnorm(0.25, 32000, 2500)

#e)

gnorm(0.04, 32000, 2500)

# Dichtefunktion fuir N(32000,2500)

curve(dnorm(x, mean = 32000, sd = 2500), xlim = ¢(2 0000, 45000),
main = "Dichtefunktion fir N(32000, 2500)", xlab = "X", ylab = "f(X)")
abline(h = 0, col = "grey")

abline(v = 40000, Ity = 2, lwd = 3, col ="red")

abline(v = 30000, Ity = 2, lwd = 3, col = "blue")

abline(v = 35000, Ity = 2, lwd = 3, col = "blue")

abline(v = 27625, Ity = 2, lwd = 3, col = "green")

Aufgabe 7.11: I1Q-Test

In einer Personalabteilung werden Intelligenztekischgefihrt. Die erzielten Punkte der
Teilnehmer sind naherungsweise normalverteilt niite¥vert 100 und
Standardabweichung 16. Mit welcher Wahrscheinlidhdeielt ein zufallig ausgewahlter
Teilnehmer eine Punktzahl von

a) 100 oder mehr

b) Uber 148

c) zwischen 84 und 116

d) Uber 132
Welche Punktwerte trennen

e) die kleinsten 16% aller Teilnehmer

f) die mittleren 95% aller Teilnehmer

g) die héchsten 2.5% aller Teilnehmer?

Ldsung a)

Wir unterstellen ein stetiges Merkmal.
X—ly  100-100
Z = = =0
Oy 16
P(X>100)=1-P(X<100)=1-P(z<0)=1-F;(0)=1—-05=0.5

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 50% werden 100 lkaaroder mehr erreicht.

Losung b)
X- 148-100
Z = Hx = =3
Oy 16

P(X>148)=1-P(X<148)=1-P(z<3)=1-F5(3) =1-0.9987 = 0.0013
Mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.13% erreicht &gilnehmer Gber 148 Punkte. In der
Abb. unten ist diese Wahrscheinlichkeit die Flaaehts von der gestrichelten roten Linie.

Lésung c)

P(84<X<116) =P (P2 <z <20 = p(-1<2<1)

= Fg (1) — Fse(—1) = 0.8413 — (1 — 0.8413) = 0.6826

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 68.26% liegt demRtewert zwischen 84 und 116 Punkten.
Das Ergebnis hatte man auch mit der Empirical Rttalten, da es hier um die
Wahrscheinlichkeit fur das Intervall+ 10 handelt und diese ist ca. 2/3.

Losung d)
_ X—py _ (132-100) 2
T oo 16 -
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P(X=>132)=1-P(X<132)=1-P(z<2)=1-F;(2)=1-0.9772 = 0.0228
Mit einer Wahrscheinlichkeit von 2.28% erreicht &wilnehmer mehr als 132 Punkte.

Ldsung e)
Z[0.16] = _099
099 = X1 ¥ —384.16

16% aller Teilnehmer erreichen 84.16 Punkte oderigez. In der Abb. unten ist diese
Wahrscheinlichkeit die Flache links von der gebilten blauen Linie.

Lésung f)

Z[0.975] = 1.96

196 = 1% — x = 131.36
Z[0.025] = —1.96

~1.96 = X‘116°° — X = 68.64

Die mittleren 95% der Punkte der Teilnehmer liegetschen 68.64 und 131.36.

Ldsung Q)
Z[0.975] = 1.96
196 = X% - x = 131.36

16
2.5 % aller Teilnehmer haben 131.36 Punkte odernhelder Abb. unten ist diese
Wahrscheinlichkeit die Flache rechts von der gesélien griinen Linie.

Dichtefunktion fir N(100, 16)

fX)
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| | |
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Losung mit R

> #a)

> pnorm(100, 100, 16)
[1]0.5

> #Db)

> 1 - pnorm(148, 100, 16)
[1] 0.001349898
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>#c)

> pnorm(116, 100, 16) - pnorm(84, 100, 16)
[1] 0.6826895

> #d)

>1 - pnorm(132, 100, 16)
[1] 0.02275013

>#e)

> gnorm(0.16, 100, 16)
[1] 84.08867

> #)

> gnorm(0.975, 100, 16)
[1] 131.3594

> gnorm(0.025, 100, 16)
[1] 68.64058

>#0)

> gnorm(0.975, 100, 16)
[1] 131.3594

>

> # Dichtefunktion fir N(100,16)

> curve(dnorm(x, mean = 100, sd = 16), xlim = ¢(0, 200),

+ main = "Dichtefunktion fiir N(100, 16)", xlab = "X " ylab = "f(X)")
> abline(h = 0, col = "grey")

> abline(v = 148, Ity = 2, Iwd = 3, col = "red")

> abline(v = 84, Ity = 2, lwd = 3, col = "blue")

> abline(v = 131.35, Ity = 2, lwd = 3, col = "green "

Kapitel 8: Grenzwertsatze

Aufgabe 8.1: Stichprobenmittelwert

Die Verteilung eines metrischen Merkmal# einer sehr gro3en Grundgesamtheit sei
unbekannt. Jedoch wissen wir, dass der Mittelw@d0lsei und die Standardabweichung
gleich 14 ist. Nun wird eine Stichprobe vom Umf&afi§ gezogen.

a) Wie grol3 ist der Erwartungswert des Stichproberaiirtes?

b) Wie grol3 ist die Standardabweichung des Stichpnoltttsiwertes?

Ldsung a)

Die wahren Parameter der Grundgesamtheit, Mittélwer 1000 und Standardabweichung
o = 14, sind gegeben. Der Erwartungswert des Stichprotitiwerts ist£ (X,) = u =

1000. Der Erwartungswert des Stichprobenmittelwertespicht dem Mittelwert der
Grundgesamtheit, d.h., im Mittel ,liegt* man minher grof3en Stichprobe also richtig. Dies
folgt aus dem ,Gesetz der grofRen Zahl“, nach denMiligelwert einer Stichprobe gegen den
Erwartungswert (hier der Mittelwert der Grundgedait) konvergiert.

Ldsung b)
2

— 2
Die Varianz des StichprobenmittelwertsWgiX,,) = o7 = % = % = 0.392.

Die Standardabweichung des Stichprobenmittelwéstes; = v/0.392 = 0.626.
Man beachte: die Streuung von Mittelwerten eindalgstichprobe ist immer kleiner als die
Streuung in der Grundgesamtheit.
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Aufgabe 8.2: Wahler der CDU

Der Anteil der potentiellen CDU-Wabhler in Sachsetrdge ca. 40%. In einer
Zufallsstichprobe vom Umfang 100 werden Wahlbergighius Sachsen nach ihrer
Wahlabsicht befragt.
a) Welcher Anteil der Befragten wird erwartungsgeméa@edoen, CDU wahlen zu
wollen?
b) Wie grol3 ist die Varianz dieses Stichprobenanteitts?

Losung a)

Auch hier sind die wahren Parameter der GrundgdsaimAnteilswerp = 0.4 und Varianz
p(1 — p) = 0.24, gegeben. Der Erwartungswert des Stichprobenamgits istE (H,,) =

p = 0.4. Im Mittel ,liegt* man mit einer hinreichend grofR&tichprobe also richtig (Gesetz
der grof3en Zahl).

Ldsung b)
Die Varianz des Stichprobenanteilswerted/igt,,) = p(ln_p) = O'j:)zﬁ = 0.0024. Die
Standardabweichung des Stichprobenanteils ist dgmit Jp(ln_p) = \/Ofgzﬁ = 0.0489.

Aufgabe 8.3: Haushaltseinkommen

Das mittlere Jahreseinkommen aller Haushalte ireef@rof3stadt betragt 20000 €, bei
einer Standardabweichung von 4500 €. Eine Zufatlggtobe mit 900 Haushalten wird
gezogen.
a) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, in der Stiatipe ein mittleres
Jahreseinkommen von tber 19500 € vorzufinden?
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegt der Stichprobgttelwert zwischen 19400 €
und 20600 €7?
c) Geben Sie, ohne zu rechnen oder statistische Taldb@enutzen, an, in welchem der
folgenden drei Intervalle
(1) 18500 € - 19500 €, (2) 20100 € - 21100 €, @A € - 20500 €
der Stichprobenmittelwert mit grof3er Wahrscheirkiih liegen wird.
d) Nun weist man Sie darauf hin, dass das Haushakseimen sicher nicht
normalverteilt ist, vielmehr eine deutliche Schiafdéweist und stellt Ihre Ergebnisse
zu a) bis c) in Frage. Wie begegnen Sie diesemmegtr?

Lésung a)
Bein =900 handelt es sich um eine grol3e Stichprobeg@éfien nach dem Zentralen
Grenzwertsatz davon aus, dass der Stichprobenweitieinit approximativ normalverteilt ist

mit E(X) = u = 20000 undog = % = 150. Der standardisierte Stichprobenmittelwert

folgt also einetV(0,1)-Verteilung.

Damit istP(X > 19500) = 1 — P(X < 19500) = 1 — P(z < 3.33) = F,(3.33) = 0.9996.
Die Wahrscheinlichkeit fur ein mittleres Einkommarder Stichprobe von tber 19500 € ist
99.96%.

Ldsung b)
Gesucht ist die Wahrscheinlichk@if19400 < X,, < 20600).
Wir berechnen Uber die Standardisierung

P(19400 < X,, < 20600) = P (1940@0000 < Xn—u < 2060&0000)

7900 X 7500
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=P(-4<Z<4) =Fu(4) — Fse(—49) = For(4) — (1 = Fse(4))

= 0.9999 — 1 + 0.9999 = 0.9998

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 0.9998 (geriAgaveichung zur Losung mit R, vgl.
unten).

Lésung c)

Mit grol3er Wahrscheinlichkeit wird der Stichprobetieiwert im Intervall(3) 19500 € -

20500 €liegen. In diesem Intervall liegt der wahre Mitekt der Grundgesamtheit und damit
auch der Erwartungswert des Stichprobenmittels.

Ldsung d)

Das Haushaltseinkommen ist nicht normalverteilhdson tblicherweise linkssteil bzw.
rechtsschief, aber die Verteilungsfunktion desddiadisierten Stichprobenmittelwerts strebt
mit wachsender Zahl der Beobachtungen gegen dieilegrgsfunktion der
Standardnormalverteilung (zentraler Grenzwerts@tigser Satz gilt unabh&ngig von der
Verteilung des Merkmals in der Grundgesamtheit.ddamd die
Wahrscheinlichkeitsaussagen approximativ in Ordnung

L6osung mit R

> #a)

> 1 - pnorm(19500, 20000, 4500/sqrt(900))

[1] 0.9995709

>#Db)

> pnorm(20600, 20000, 4500/sqrt(900)) - pnorm(19400 , 20000, 4500/sqrt(900))
[1] 0.9999367

Aufgabe 8.4: Mindestgewicht

Das mittlere Gewicht von Zementsécken eines Zeragk#weu = 25.4kg bei einer
Standardabweichung von= 3kg. Die Zementsacke werden auf Paletten mit je 4B€3AcC
verpackt und transportiert. Jede Palette wird vobmé&hmer geprtift, wobei ein mittleres
Mindestgewicht eines Zementsacks von 25.0 kg tjedetz

a) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine faldieses Limit Gbersteigt?
Prifen Sie die Bedingungen fur die Anwendung detsaten Grenzwertsatzes.

b) Auf welchen Wert musste die Standardabweichunge®entsacke reduziert
werden, damit man zu 99% sicher sein kann, dasébleehmer die Lieferung nicht
beanstandet?

c) Wenn man die Standardabweichung nicht reduzieran kauf welchen Wert misste
das mittlere Gewicht erhoht werden, um das Sichestigeau in b) von 99%
einzuhalten?

d) Angenommen, die Verteilung der Zementsécke selgseiner Normalverteilung.
Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein tigfglewahlter Sack mindestens
25.0 kg wiegt? Erklarung und Bezug zu a). Arguneesrti Sie mit der
unterschiedlichen Streuung von BeobachtungswendrStichprobenmittelwerten.

Lésung a)

Die wahren Parameter der Grundgesamtheit, Mittélwend Standardabweichumg(hier
mit s bezeichnet) sind gegeben. Die Stichprobengrof3esst0. Gesucht ist die
Wahrscheinlichkeit, dass das mittlere Gewicht ebasks auf der Palette 25kg Uibersteigt.

P(X>25)=1-P(X<25)=1—P (’?;“ < 25‘3‘“"‘) =1-P(z < —084)

v V4o
= P(z < 0.84) = F,,(0.84) = 0.7995
Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Palette das Lvmit 25kg Ubersteigt, betragt ca. 80%.
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Die Voraussetzungen zur Anwendung des zentralenZ@smertsatzes sind:

1) Die Stichprobe muss hinreichend grof3 sein: Die Bghign > 30 ist erfullt.

2) Die Stichprobe darf nicht mehr als 5% der Grundgebkait umfassen, was auch als
erfullt angesehen werden kann, weil die Gesama@hZementsacke deutlich gré3er
ausfallen durfte (keine Angabe in der Aufgabe).

3) Die Gewichte der einzelnen Zementsacke untereinade unabhéngig. Das
Gewicht des einen Zementsackes beeinflusst nichGaavicht eines anderen
Zementsackes.

Ldsung b)

Das mittlere Mindestgewicht der Sacke soll mit 928kg betragen. Als®® (X > 25) =

0.99 < P(X < 25) = 0.01 (die Punktwahrscheinlichkeit ist naherungsweisé)NDie
Wahrscheinlichkeit von 99% entspricht einefdVert von 2.326 (vgl. Tabelle der
Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilurigdraus ergibt sich der z-Wert fur 1% mit
z = —2.326.

DaX einer Normalverteilung folgt mit Mittelwe®5.4 und Standardabweichug%, kénnen

wir Uber die Formel fur die Standardisierung disugdhte Standardabweichung bestimmen:

X—u —(25‘25;)*““ — o = 1.088

z="t e —2326=

NG
Die Standardabweichung bei der Abflllung der Sauokes 1.088 betragen, damit der

Abnehmer die Lieferung mit einer Wahrscheinlichkeh 1% nicht beanstandet.

Losung c)
P(X > 25) musste 99% betragen. Dies entspricht einéivert von -2.326 (vgl. b)).
z="F o -2326="F = u= - (—2.326 x (%) - 25) = 26.12 kg

vn Va0
Das mittlere Gewicht der abgeflllten Sacke musst@é.12 kg erhoht werden, um das

Sicherheitsniveau von 1% einzuhalten.

Losung d)
Wir betrachten nun die Verteilung der Grundgesarntiva nicht mehr die Verteilung des
Mittelwerts der Stichprobe mit Grof&e Die Umrechnung der kritischen Grol3e 25 ergibt:

X-u  25-25.4
z=—=—"—=-0.13

o 3

Daraus folgt:
P(X >25)= P(z>-0.13) =1—-P(z < —-0.13) = F,;(0.13) = 0.5517
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Zementsack dasi@wwon 25kg Ubersteigt, liegt bei
55.2%.
Die Wahrscheinlichkeit ist deutlich kleiner alsajpmit 80%, weil hier wie in b) die
Wahrscheinlichkeit des Auftretens einer Auspragang der Grundgesamtheit berechnet wird
(Verteilung der Zementsacke selbst). In a) wur@eWahrscheinlichkeit des Auftretens eines
Stich-probenmittelwertes bestimmt. Mittelwerte haké&einere Varianzen als Beobachtungen
aus Grundgesamtheiten.

Losung mit R

> #a)

> 1 - pnorm(25, 25.4, 3/sqrt(40))
[1] 0.8004624

> #d)

> 1 - pnorm(25, 25.4, 3)

[1] 0.553051
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Aufgabe 8.5: Ausschuss

Bei der Produktion eines Massenartikels fallt ertatgsgemald 10% Ausschuss an. Es wird
eine Zufallsstichprobe vom Umfang n = 800 genoméa.grol? ist die
Wahrscheinlichkeit, dass sich in der Stichprobenajr als 90 und b) weniger als 60
schlechte Stucke befinden?

Losung a)

Bei einer Stichprobe, die eine Zufallsauswahl zhesc,gut® und ,schlecht vornimmt, ist
die Summe guter bzw. schlechter Stiicke binomiaditertir wissen nach (8.16) im Buch,
dass bei einer grof3en Stichprobe die Normalvertgizur Approximation der
Binomialverteilung verwendet werden kann. NachgBkibnnen an die Stelle der Summen
auch Anteilswerte treten. Wir wéhlen im Folgendessen 2. Weg. Hierzu muss — wie im
Folgenden ersichtlich — die Aufgabe ein wenig vdgihwerden. Man kann an diesem
Beispiel auch leicht Gberprifen, dass beide Wege gleichen Ziel fihren.

Gesucht isP (Hn > %) =1-P (Hn < %) Der Erwartungswert isi(H,) = 0.1.
Hinweis: H,, ist der Stichprobenanteilswert bzw. der Mittelwaket Stichprobe (das
Gegenstiick zi,, bzw.X).

Es gilt% < 0.05 mit N = GroRRe der Grundgesamtheit, da hier die Grundggbsdt sehr grof

ist. Weiterhin ist die Stichprobe mit = 800 grof3 genug, um die Binomialverteilung durch
die Normalverteilung approximieren zu kénnen. Hjgrnp > 10 undn(1 — p) = 10.

Die Approximation der Binomialverteilung durch di@rmalverteilung kann durch die
Stetigkeitskorrektur verbessert werden (vgl. S/178 im Buch). Hier mit Anwendung der

Stetigkeitskorrektur (entweder ntit5 absolut, wenn die Summe der binomialverteilten

Zufallsvariablen interessiert, oder als Anteil \mrd.h.%).
800

Die Abweichung zum Ergebnis ohne Stetigkeitskorreldt sehr gering.
Mit Stetigkeitskorrektur und dem Weg tber die Alsteerte:

P(Hy > o) =1—P(H, < =) = 1— P(H, < 0.1125)

800

0.1125+£—0.1 0.013125
=1-F, ?Sgg) =1-F, ( 312 ) =1-F,,(1.237) =1 — 0.891 = 0.109
28.2843

V800
Somit betragt die Wahrscheinlichkeit, dass in deahprobe mehr als 90 schlechte Stiicke

befinden, ca. 10.9%.

Der genaue Wert der BinomialverteiluAg; (X = 90,n = 800, p = 0.1) ist 0.8906465. Die
genaue Wahrscheinlichkeit Gber die Binomialvertaglist also 0.1093535 (vgl. Losung mit R
unten). Die Abweichung zu 0.109 ist also sehr geiWie zu erwarten kann also die
Binomialverteilung hier durch die Normalverteiluagproximiert werden.

Ldsung b)

Hier mit den Absolutwerten fur die binomialverteiufallsvariableX (analog fir den
AnteilswertH, nur dort alles durch = 800 geteilt):

Gesucht isP(X < 60) = P(X < 59). Der Erwartungswert igt(X) = 0.1 *800 = 80.

59+40.5—-80 —20.5
P(X <59) ~ F, (——0.1*0. - vm) = F, (—84853) = F,, (~2.42) = 1 — F,, (2.42)

=1-0.9922 = 0.0078
Der genaue Wert der BinomialverteiluAg; (X = 59,n = 800, p = 0.1) ist 0.00615964.
Die Abweichung zu 0.0078 ist also auch hier gering.
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L6sung mit R

> # Ausgabe der genauen Werte Uber die Binomialvert eilung:
> #a)

> # Uber die Summe der Werte der Massenfunktion
> 1 - sum(dbinom(0:90, 800, 0.1))

[1] 0.1093535

> # oder

> # Uber die Verteilungsfunktion

> 1 - pbinom(90, 800, 0.1)

[1] 0.1093535

> #Db)

> # Uber die Summe der Werte der Massenfunktion
> sum(dbinom(0:59, 800, 0.1))

[1] 0.00615964

> # oder

> # Uber die Verteilungsfunktion

> phinom(59, 800, 0.1)

[1] 0.00615964

Aufgabe 8.6: Blutspende

In der Blutbank der Uniklinik in Leipzig gehen prag 300 Blutspenden ein.

a) Angenommen, die Haufigkeit fur Blutgruppe AB in @eundgesamtheit aller
potentiellen Spender sei 4%. Bestimmen Sie Mittelwe Standardabweichung
der Zahl der Spender mit Blutgruppe AB in der $tiobe.

b) Begrinden Sie, warum eine Normalverteilung zur Apipnation der Verteilung de
Zahl der Spender mit Blutgruppe AB benutzt werdamk

c) Wie wahrscheinlich ist es, 10 oder mehr SpendeBhaigruppe AB pro Tag zu
beobachten?

=

Ldsung a)

Die ZufallsvariableX (Zahl ,Erfolge” bzw. Zahl Personen mit Blutgrupf8 in der
Stichprobe) ist binomialverteilt mit = 0.04 undn = 300.

Erwartungswert der binomialverteilten Summe ist:

E(X) =np =300 *0.04 =12 > 10 (Bedingungnp > 10 ist wien(1 — p) = 10 erfillt).
Die Standardabweichung der Summe ist:

o =+n*px(1—p) = V300 *0.04 * 0.96 = 3.39

Ldsung b)

Der zentrale Grenzwertsatz stellt keinerlei Anfowhg an die Ausgangsverteilung der
zugrundeliegenden Zufallsvariablen. Wie auch imdieVerteilung deX; (der Elemente in
der Grundgesamtheit) beschaffen sein mag, die Mergsfunktion des arithmetischen
Mittels (multipliziert mitn = Summe) einer Zufallsstichprobe konvergiert ubgstimmten
Bedingungen gegen die Normalverteilung.

Hier liegt eine grol3e Stichprobe vor. Wir konnemeezufallige Auswahl unterstellen und der

Auswahlsatzl% ist hinreichend klein.

Ldsung c)
Die Losung mit Stetigkeitskorrektur ist:
P(X>10)=1—-P(X<9) = 1-P (z < 9*‘3"2;“) =1-P(z< —0.74)

= P(z < 0.74) = F,;(0.74) = 0.7704

Die Wahrscheinlichkeit fir 10 oder mehr BlutspenahérBlutgruppe AB in einer Stichprobe
mit n = 300 betragt ca. 77%. Die Abweichung zur genauen Loslogy die
Binomialverteilung (vgl. Lésung mit R) ist relativein.
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Die Abbildung unten zeigt die Massenfunktion. Wicken die relative Haufigkeit rechts von
der gestrichelten senkrechten Linie.

Massenfunktion fir Bi(X, n = 300, p = 0.04)
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L6ésung mit R
> # Plot der Massenfunktion fur Bi(X, n = 300, p = 0.04)
> x <- 0:300
> plot(x, dbinom(0:300, 300, 0.04), type = "h",
+ xlim = ¢(0, 50),
+ xlab ="X, Zahl Erfolge", ylab = "relative Haufig keit",
+ main = "Massenfunktion fiir Bi(X, n = 300, p = 0.0 4)",

+ cex.lab = 1.5, cex.axis = 1.5)

> abline(v=9, Ity = 2)

>

> # genauer Wert mit R

> # Wabhrscheinlichkeit fur 9 oder weniger Spender m it AB
> sum(dbinom(0:9, 300, 0.04))

[1] 0.237043

> phinom(9, 300, 0.04)

[1] 0.237043

> # Wabhrscheinlichkeit fir 10 oder mehr Spender mit AB
> 1 - sum(dbinom(0:9, 300, 0.04))

[1] 0.762957

> 1 - pbinom(9, 300, 0.04)

[1] 0.762957
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Aufgabe 8.7: No-shows

Viele Airlines Gberbuchen ihre Flige, da regelmé&&ig Teil der gebuchten Passagiere
nicht zum Flug erscheint. Ein Airbus A380 hat 589dFitze flr Passagiere. Angenommen,
eine Airline verkauft 570 Tickets und der Anteil de-shows ist 5%. Wie wahrscheinlich
ist es, dass die Sitzplatze nicht ausreichen urssd@&giere umgebucht oder entschadigt
werden mussen?
a) Nutzen Sie die Normalverteilung zur Approximatien Binomialverteilung, um die
Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, dass mindesteh®&8sagiere erscheinen.
b) Sollte die Airline die Zahl der verkauften Ticki&issolche Flliige andern? Welche
Vor- und Nachteile hatte die Erhéhung der Zahl wefker Tickets? Erklarung.

Losung a)

Erwartungswert der binomialverteilten Summe:

E(X) =u=np=570%0.95 = 5415

Bedingungnp = 10 undn(1 — p) = 10 ist erfllt.
Standardabweichung:

o=4n*px(1—p) = V541.5 % 0.05 * 0.95 = 5.072

P(X 2551) = 1—P(X < 550) = 1 — p (XX8k < 5501055015

o 5.072
=1-P(z<177)=1-F;(1.77) =1 —-0.9616 = 0.0384
Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 551 Pamsssagrscheinen, betragt 3.8%.
In der Abbildung der Massenfunktion ist diese Wahesnlichkeit gleich der Flache rechts
von der gestrichelten vertikalen Linie.

Massenfunktion fir Bi(X, n =570, p = 0.95)
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Lésung b)

Ein Vorteil der Reduzierung auf 550 verkaufte Tiskiednnte natirlich die Steigerung der
Vertrauenswiirdigkeit der Airline sein, da durchmuelle Uberbuchungen Vertrauens-
verluste und Reputationsschaden resultieren korklendings Uberwiegt in diesem Fall
wohl der wirtschaftliche Nutzen, da die Wahrschiehkeit von Uberbuchungen mit 3.8%
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relativ gering ist und mit der Reduzierung der aerfken Tickets auf lAngere Zeit Kapazitaten
verschenkt werden und Verluste entstehen.

Losung mit R

> # Plot der Massenfunktion fiir Bi(X, n =570, p = 0.95)
> x <- 0:570 # Wert fir die x-Achse

> plot(x, dbinom(0:570, 570, 0.95), type = "h",

+ xlim = ¢(500, 570),

+ xlab = "X, Zahl Erfolge", ylab = "relative Haufig keit",
+ main = "Massenfunktion fir Bi(X, n =570, p = 0.9 5)",
+ cex.lab = 1.5, cex.axis = 1.5)

> abline(v = 550, Ity = 2)

>

> # genauer Wert mit R

> # Wabhrscheinlichkeit fiir 550 oder weniger Passagi ere
> sum(dbinom(0:550, 570, 0.95))

[1] 0.9639856

> pbinom(550, 570, 0.95)

[1] 0.9639856

>

> # Werte der Massenfunktion im Intervall [551, 570 ]
> dbinom(551:570, 570, 0.95)

[1] 1.415608e-02 9.257871e-03 5.725483e-03 3.33814 3e-03 1.828460e-03
[6] 9.372502e-04 4.475917e-04 1.981275e-04 8.08105 Oe-05 3.015963e-05
[11] 1.021449e-05 3.107968e-06 8.390962e-07 1.97872 Oe-07 3.992461e-08
[16] 6.701128e-09 8.982111e-10 9.013738e-11 6.01972 Oe-12 2.006573e-13

>

> # Wahrscheinlichkeit fir 551 oder mehr Passagiere
> 1 - sum(dbinom(0:550, 570, 0.95))

[1] 0.03601438

> 1 - pbinom(550, 570, 0.95)

[1] 0.03601438

Kapitel 9: Schatzung unbekannter Parameter

Aufgabe 9.1: Kugellager

Ein Automat produziert Kugellager. Wir ziehen efdallsstichprobe von = 225
Kugellagern aus der Tagesproduktion dieses Autamaeder Stichprobe finden wir als
durchschnittliches Kugellagergewicht= 0.824kg unds = 0.005kg.
a) Welche Standardabweichung hat der Stichprobennvigtg? Ist dies eine Schatzung
oder ein wahrer Wert?
b) Geben Sie eine zahlenmalRige Punktschatzung fiwaleren Mittelwert und
c) ein 95%-Konfidenzintervall fir den wahren Mittelwerdes Kugellagergewichts in
der Grundgesamtheit an. Interpretieren Sie |hr Engs.

Lésung a)

Gegeben ist die Standardabweichung der Stichpsoli@e Standardabweichung der
Grundgesamtheity, ist dagegen unbekannt. Zunachst mugeschatzt werden. Die
geschatzte Standardabweichung der Grundgesangheit i

6= /is = /E* 0.005 = 0.00502.
n—1 224

Die (geschatzte) Standardabweichung des Stichpnaittetwerts berechnet sich dann mit

%. Mit anderen Worten, weni sehr grof3 wird (gegen unendlich strebt), wird die
Standardabweichung des Stichprobenmittels imménddeind geht letztlich gegen Null. Hier
0.00502

S vl s 0.000334 kg. Dieser Wert ist eine Schatzung, weil schliel3liasbha

6% =

istég =
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die Standardabweichung der Stichprobe nur einetaahé der wahren Standardabweichung
der Grundgesamtheit ist.

Losung b)

Der Erwartungswert des Stichprobenmittelwerteglsth dem wahren Mittelwert der
Grundgesamtheit, d.i&(X) = u. Also ist es sinnvoll, als Punktschatzung fur dexnren
Mittelwert der Grundgesamtheit den Mittelwert ddcBprobe anzugeben, algo=
0.824 kg.

Ldsung c)

Wir kénnen unterstellen, dass die Verteilung degeélierts gegen die Normalverteilung
konvergiert, wenn die Zahl der Beobachtungen hoheend hoch ist (zentraler
Grenzwertsatz). Das ist hier mit= 225 der Fall. Wir kdnnen also nach Standardisierung
die Standardnormalverteilurdg(0,1) nutzen.

Wir suchen das 95%-Konfidenzintervall fiayd.h., links und rechts der kritischen Grenzen
liegen 2.5% der Wahrscheinlichkeit. Wir suchen aas 2.5%-Quantil voN (0,1), z[o ¢25),
und das 97.5%-Quantil vaw(0,1), zjo.975)-

Es giItZ[O.OZS] = —Z[0_975] und hierZ[O_OZS] =-1.96 bZW.Z[O.975] = 1.96.

Das Konfidenzintervall berechnet sich folgendernmal3e

KI(1-a) = [f - Z[0.975]5)? Spus x+ Z[0.975]6)?]

K1(0.95) =[0.824 — 1.96 * 0.000334 < u < 0.824 + 1.96 * 0.000334]

= [0.82335 < u < 0.82465]

Mit 95%-iger Wahrscheinlichkeit liegt der wahre Mitvert im Intervall von 0.82335 kg bis
0.82465 kg. Streng genommen ist das nicht ricdign das wahre mittlere Gewicht liegt
entweder in dem Intervall oder eben nicht. Eine Weleinlichkeitsaussage fur ein konkretes
Intervall ist daher nicht moglich. Korrekt waredehde Interpretation: Wenn wir 100
Zufallsstichproben dieser GrélRe ziehen wirde, engdich 100 verschiedene
Konfidenzintervalle. Von diesen 100 Konfidenzintgign werden im Mittel 95 den wahren
Mittelwert beinhalten und 5 nicht. Unser Konfidemzairvall, [0.82335, 0.82465], ist eines
dieser 100 Intervalle.
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Abbildung flr die Dichtefunktion de¥ (0,1)-Verteilung inkl. kritischer Grenzen des 95%-
Konfidenzintervalls:

<
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o
S A
T T T T T
-4 -2 0 2 4
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LOosung mit R:

# R Skript fur N(0,1) und 95%-KI
x=seq(-4,4,length=100)
y=dnorm(x,mean=0,sd=1)
plot(x,y,type="1",Iwd=2, xlim = c(-4, 4),
xlab ="z", ylab = "f(z)",

cex = 1.4, cex.lab = 1.4, cex.axis = 1.4)
grid()

x1=seq(-4,-1.96,length=100)
yl=dnorm(x1,mean=0,sd=1)
polygon(c(-4,x1,-1.96),c(0,y1,0),col="red")

x2=seq(1.96,4,length=100)
y2=dnorm(x2,mean=0,sd=1)
polygon(c(1.96,x2,4),c(0,y2,0),col="red")

text(0, 0.06, "95%", cex = 1.4)
text(0, 0.03, "Wahrscheinlichkeit", cex = 1.4)

text(-3, 0.06, "2.5%", cex = 1.4)
text(3.1, 0.06, "2.5%", cex = 1.4)
segments (-3, 0.04, -2.4, 0.01)
segments (3, 0.04, 2.4, 0.01)

Aufgabe 9.2: Stichprobenumfang

Der Mittelwertu einer Normalverteilung mit der VariamZ = 9 soll geschatzt werden.
Eine Stichprobe vom Umfamg= 100 bringt den Mittelwert 53.97.
a) Geben Sie ein 95%-Konfidenzintervall filan. Interpretieren Sie lhr Ergebnis.
b) Wie grof3 musste der Stichprobenumfang genommeremetdmit man ein 95%-
Konfidenzintervall der Lange 0.4 erhalt?
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Ldsung a)

Die wahre Varianz der Grundgesamtheit ist anfit= 9 gegeben. Man soll ein
Konfidenzintervall fir den Mittelwert der Grundgeseity bilden. Ausgangspunkt ist der
Mittelwert der Stichprobe. Wir bendtigen dann ndah Standardabweichung des
Stichprobenmittelwerts.

Die Standardabweichung des Stichprobenmittelwetedhnet sich mit

4 3
Gg—ﬁ—ﬁ—0.3.

Das 95%-Konfidenzintervall fir den Mittelwertist dann analog zu Aufgabe 9.1 zu
bestimmen. Wir suchen das 95%-Konfidenzintervahi,,dinks und rechts der kritischen
Grenzen liegen 2.5% der Wahrscheinlichkeit. Withs&urcalso dasg, welches zum Wert der
Verteilungsfunktion deN (0,1)-VerteilungFs. (z) = 0.975 korrespondiert. Das igfg 975) =
1.96, also das 97.5%-Quantil.

KIl—a)=x— Zjp97510% S U< X + Z[o.975]0)?]

KI1(0.95) =[53.97 —1.96 * 0.3 < p <53.97 4+ 1.96 * 0.3] = [53.382 < u < 54.558]

Mit 95%-iger Wahrscheinlichkeit liegt der wahre galinbekannte Mittelwert im Intervall
von 53.382 bis 54.558.

Streng genommen ist das so nicht richtig, denmadare Mittelwert liegt entweder in dem
Intervall oder eben nicht. Eine Wahrscheinlichlaitssage fur ein Intervall ist daher nicht
maoglich. Korrekt wére folgende Interpretation: Wemin 100 Zufallsstichproben dieser
GroRRe ziehen wirde, ergaben sich 100 verschiedengdenzintervalle. Von diesen 100
Konfidenzintervallen werden im Mittel 95 den wahidititelwert beinhalten und 5 nicht.
Unser Konfidenzintervall, [53.382, 54.558], istesrdieser 100 Intervalle.

Ldsung b)
Die Formel fir das Konfidenzintervall ist (wearbzw. o bekannt sind)

KIl—a)=xt2}_q/205 =X % Z[l—a/Z]%

Fur eine Lange des Intervalls von 0.4 und a = 0.95 ergibt sich

3
Z[o.975]% =02 1.96\/—5 = 0.2 = n = 865 (aufgerundet).

Es ist aufzurunden, weil es nur ganze Beobachtadsz gibt, somit miusste der
Stichprobenumfang 865 betragen.
Fur eine Lange des Intervalls von 0.4 und a = 0.99 ergibt sich wegen, 9951 = 2.575

Z[o.995]% =02 2.575% = 0.2 = n = 1492 (aufgerundet).

Wie man sieht, fuhrt die Erh6hung der Vertrauenssaieinlichkeit von 95% auf 99% zu
einer massiven Erh6hung der notwendigen Stichpigid@&en. Ursache hierfir ist die
Quadratwurzel im Nenner der (geschatzten) Stantareiahung des Stichprobenmittels.
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Aufgabe 9.3: Meinungsforschung

Ein Meinungsforschungsinstitut befragt im Juli 20 ®eutschland 1110 zufallig
ausgewahlt Wahlberechtigte, ob sie bei der Wahl Bentschen Bundestag am 22.
September 2013 fur die CDU und Angela Merkel stimwerden. 466 der Befragten
antworten mit ,ja“, der Rest mit ,nein".

a) Man berechne ein 90%-Konfidenzintervall fir den rgahAnteil der Wahl-
berechtigten in der Grundgesamtheit, die fur dielCIhd Angela Merkel stimmen.
Interpretation. Wie grol} ist der absolute Fehles ¢nfidenzintervalls?

b) Erlautern Sie, welche Grenzwertsatze es uns ergtiggii, ein Kl wie in a) zu
bestimmen.

c) Bei einer anderen Befragung im Juli 2013 mit eifefallsstichprobe von = 1200
ergibt sich ein Wert fur die Zustimmung zur CDU dadyela Merkel von 42.50%
bei einem absoluten Fehler von 2.8%. Berechnedi8ie
Vertrauenswahrscheinlichkeit dieses Konfidenziratksy

d) Erlautern Sie den Zielkonflikt zwischen Prazisiow bicherheit der Aussage bein
Aufstellen von Konfidenzintervallen.

=)

Ldsung a)
466

Fur den Stichprobenanteilswert git:= T 0.42.

Der Standardfehler, welcher der geschatzten Stdabdareichung des Stichprobenanteils-
wertes entspricht, berechnet sich wie folgt:
6y =SE = /h(1 —h)/n =,/0.42x0.58/1110 = 0.0148
Das 90%-Konfidenzintervall fur den wahren Anteilstyeist dann analog der Aufgaben
zuvor zu bestimmen. Wir suchen das 90%-KI, d.hkdiund rechts der kritischen Grenzen
liegen 5% der Wahrscheinlichkeit. Wir suchen alS&9Quantil detv (0,1)-Verteilung. Das
iStZ[O_gs] = 1.645.
KI(1—a) =[h—zp_a/2 64 <P < h+2zy_g/56u]

KI1(0.90) =[0.42+ 1.6450.0148] = [0.396 < p < 0.444]
Wir kbnnen zu 90% darauf vertrauen, dass der walbee unbekannte Anteilswert der
Grundgesamtheit in dem o.g. Intervall liegt. Teskhikorrekte Interpretation: Wenn man
100 Stichproben nach dem o.g. Verfahren realissgtden von den 100 resultierenden
Konfidenzintervallen im Mittel 90 den wahren Anssilert beinhalten und 10 nicht. Das
Konfidenzintervall[0.396 < p < 0.444]ist eines dieser 100 Intervalle. Das Vertrauen
bezieht sich also nicht auf das einzelne Intergalihdern die Methode zur Bestimmung
solcher Intervalle.
Absoluter Fehler des Konfidenzintervalls (Margineafor):

Z1-ay2 6 = ME = S244°0399) _ 6,024 oder 2.4%

Man konnte das 95%-Konfidenzintervall oben alschasm schreiben:

p=h+ ME =0.42 4+ 0.024 bein = 1110

Aus diesen Informationen lie3e sich (ndherungswelas Vertrauensnivedu— a
bestimmen.

Ldsung b)
Der zentrale Grenzwertsatz. Bei einer hinreichein@®gn Zufallsstichprobe der Gréfie@us

einer Grundgesamtheit mit wahrem Anteilswertimmt die Verteilung des
Stichprobenanteilswertds naherungsweise die Form einer Normalverteiliiig, @)

an.
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Losung c)
6y =SE =\h(1—h)/n = /0.425 % 0.575/1200 = 0.0143

Z[1-a/2)0u0 = ME = 0.028
Die Vertrauenswahrscheinlichkeit des Konfidenzivédls ermittelt man folgendermal3en:
0.028 = 7[1_4/2)0.0143 = 7} _q/7) = 1.96
Der berechnete-Wert ist das 97.5%-Quantil dai(0,1)-Verteilung, d.h. die
Vertrauenswahrscheinlichkeit des Konfidenzintessathm Juli 2013 war 95%.

Ldsung d)

Ein relativ prazises (schmales) Kl geht einheremier relativ grol3en Unsicherheit dartber,
ob der tatséachliche, aber unbekannte Anteilswent bittelwert der Grundgesamtheit durch
ein solches Kl erfasst wird. Dies liegt daran, dasan man bei der Berechnung des
Konfidenzintervalls demy, _, ,-Wert reduzieren méchte, dies immer einhergehemir
geringeren VertrauenswahrscheinlichKei#t «. Analog fuhrt die Forderung nach héherem
Vertrauen zu einem breiteren Konfidenzintervall.

Es gibt also einen trade-off (,Abwagen*): Hoher@&sion der Aussage fuhrt zu héherer
Unsicherheit und umgekehrt. Wir mussen also eiershier: hohere Unsicherheit) zahlen
fur eine préazisere Aussage. Glucklicherweise ishéglich, bei einer hinreichend groR3en
Zufallsstichprobe hinreichend sicher (zIB- a = 0.95) und zugleich hinreichend prazise zu
sein ME < 0.03).

Aufgabe 9.4: Gewerkschatft

Von den Uber 10000 gewerkschaftlich organisiertdrenehmern eines GroRbetriebs
wurden 250 zufallig ausgewahlt und nach ihrer &tvereitschaft gefragt. Von diesen
gaben 200 an, dass sie fur einen Streik sind.

a) Berechnen Sie ein 95%-Konfidenzintervall fur deteAner Streikwilligen unter
allen Gewerkschaftsmitgliedern des Betriebs. Irrtgiion.

b) Das Ergebnis unter a) sei der Gewerkschaft nocrmecharf. Man fordert, dass
der absolute Fehler 0.03 nicht tUberschreiten dal$p auf+3 Prozentpunkte genau
geschatzt werden soll. Der Sicherheitsgrad solhnae vor 95% betragen. Wie
viele Arbeitnehmer missen befragt werden, damis@ithes Konfidenzintervall
konstruiert werden kann?

Ldsung a)
Fur den Stichprobenanteilswert ght:= % = (.8.
Der Standardfehler, welcher der geschatzten Stdabdareichung des Stichprobenanteils-
wertes entspricht, berechnet sich wie folgt:
6y =SE =/h(1 —h)/n =,/0.8 x0.2/250 = 0.0253
Das 95%-Konfidenzintervall fur den Anteilswerist dann analog der Aufgaben zuvor zu
bestimmen. Wir suchen das 95%-KI, d.h., links usxthts der kritischen Grenzen liegen 2.5%
der Wahrscheinlichkeit. Wir bendtigen alggq75) = 1.96.
Kl(l - (l) = [h - Z[0.975] 61.1 < 1% < h + Z[0.975]6H]

KI1(0.95) =[0.8+1.96*0.0253] =[0.7504 < p < 0.8496]
Der unbekannte Antepl der Streikwilligen liegt mit 95%-iger Wahrscheutikeit im
Intervall [0.7505, 0.8496]. Korrekt: Wenn wir 10@chproben nach dieser Methode ziehen
wuarden, ergdben sich 100 unterschiedliche Konfioleem/alle. Von diesen werden im Mittel
95 den wahren Anteil beinhalten und 5 nicht. Uristarvall [0.7504, 0.8496] ist eines dieser
100 Intervalle.
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Ldsung b)
Der absolute Fehler (ME, Margin of Error) self— 3 Prozentpunkte sein. Dies entspricht
einer Breite des Kl von 6% oder 0.06. Fur die Hétfes Konfidenzintervall gilt

ME = 21_a/36y < 0.03 = 1.96 | 22029
Damit ist die Stichprobengréf3e mindestans 683, damit ein solches Konfidenzintervall
konstruiert werden kann. In diesem Fall untersteller, dassh = 0.8 unverandert bleibt.
Man konnte die Frage auch beantworten, ohne diesalfme zu treffen. In diesen Fall gilt

0.03 = 1.96 |*=

Wir haben also eine Gleichung mit zwei Unbekann@iicklicherweise lasst sich aber die
Gleichung lésen, wenn wir filr(1 — h) den Maximalwert voi0.5 * (1 — 0.5) = 0.25
annehmen. In diesem Fall kbnnen wiin einem worst-case-Szenario berechnen.

2
((32) =B o n =12 08 _ 1067099
1.96

n (0-03)2 " 0.00023428
1.96

Um sicherzustellen, dass unabhéangig kater Margin of Error 3% nicht Gberschreitet,
mussten 1068 Teilnehmer befragt werden. Allerdimgse in diesem Fall die Annahme eines

kleinen Auswahlsatze%(s 0.05) verletzt.

= n = 683

Aufgabe 9.5: Eine kleine Stichprobe |

Eine kleine Stichprobe aus einer normalverteiltenr@@gesamtheit lieferte den folgendet
Beobachtungsbefund

12.7 133 13.0 124931 128 131
Geben Sie ein Konfidenzintervall an, das den Mvieel der Grundgesamtheit mit einer
Wahrscheinlichkeit von 95% Uberdeckt. Interpretatio

—

Lésung
Zunachst berechnen wir das arithmetische MittelStehprobe £ = % *ix; =12.9857)

und die Stichprobenstandardabweichusng:(\/%Z?zl(xi —x)? = 0.1884).
Die geschatzte Standardabweichung der Grundgesisthe

6= /is = \/20.1884 = 0.2035
n—1 6

Die geschatzte Standardabweichung des Stichproltehmarts ist dann

~__ 8 _ 02035 _
6x = == 27 = 00769,

Es handelt sich um eine kl_eine Stichprobe aus @ioanalverteilten Grundgesamtheit. In
diesem Fall ist der Quotie)ﬁ(% t-verteilt mitn — 1 Freiheitsgraden.

Wir suchen das 95%-Konfidenzintervall:

KIQ=a) = [f=t, 1, ads Su<i+e, ), i)

KI1(0.95) = [12.9857 + 2.447 «0.0769 | = [ 12.797 < u < 13.174]

Wir kbnnen zu 95% darauf vertrauen, dass der walbee unbekannte Mittelwert der
Grundgesamtheit in dem o.g. Intervall liegt. Teskhikorrekte Interpretation: Wenn man
100 Stichproben nach dem o.g. Verfahren realissgtden von den 100 resultierenden
Konfidenzintervallen im Mittel 95 den wahren Mittedrt beinhalten und 5 nicht. Das o.g.
Konfidenzintervall [12.797, 13.174] ist eines die$60 Intervalle.
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Losung mit R:

# Dateneingabe

x <-¢(12.7, 13.3, 13.0, 12.9, 13.1, 12.8, 13.1)
mean(x)

n <- length(x)

# Standardabweichung der Stichprobe
s <- sgrt(sum((x-mean(x))*2)/n); s_x
sqrt(sum(x*2)/n - mean(x)"2)

# Geschatzte Standardabweichung der Grundgesamtheit
sqrt(7/6)*s
sd(x)

# Geschatzte Standardabweichung des Stichrobenmitte
sd(x)/sqrt(n)
SE <- sd(x)/sqrt(n); SE

# kritischer t-Wert
t <- qt(0.975, df = n-1); t

# 95%-KI

KI_unten <- mean(x) - t*SE
KI_oben <- mean(x) + t*SE
KI_unten; KI_oben

# oder
t.test(x)

Aufgabe 9.6: Eine kleine Stichprobe I

In einem Versicherungsunternehmen soll die Prafitdbvon Versicherungspolicen
geprift werden. In der Tabelle sind die Gewinne€finon 30 zufallig ausgewéhlten
Policen eines Mitarbeiters gegeben (vgl. auch Dsa¢n police.csv). Es kann angenomm
werden, dass die Grundgesamtheit normalverteilt ist

222.80 3255.60 57.90 1415.65 3249.65
1756.23 3701.85 833.95 2756.34 -397.70
1100.85 -803.35 1390.70 2089.40 -397.31
3340.66 3865.90 2447.50 2692.75  186.25
1006.50 463.35 1847.50 2495.70  590.85

445.50 -66.20 865.40 2172.70 578.95

a) Konstruieren Sie ein 95%-Konfidenzintervall fur deittleren Gewinn des
Mitarbeiters. Interpretation.

b) Diskutieren Sie die Annahmen fir die Berechnungkaedidenzintervalls.

Lésung a)

Mit n < 30 liegt eine kleine Stichprobe vor. Wir missen atsbder t-Verteilung arbeiten.

Die Abweichung zur L6ésung mit dék(0,1)-Verteilung (vgl. unten) ist relativ grof3.
Wir berechnen Mittelwert und Standardabweichungen.

' x; = 1438.86
S ‘J iy (x; — X)? —J Y (x)? —x2 =1307.256

0= /—s = 1329.604
n-1

~_ _ 8 _ 1329604 _
0X= ==~ = 242.751

97

en



Das 95%-Konfidenzintervall fir den Mittelwertist dann analog zu den Aufgaben zuvor zu
bestimmen. Wir suchen das 95%-KI, d.h., links usxthts der kritischen Grenzen liegen 2.5%
der Wahrscheinlichkeit. Wir suchen also das 97.59a+@l der t-Verteilung bei 29
Freiheitsgradento 97sjaf=20 = 2.045.

KI(1—a) = [% — t-a/20% <K <X+ ty_a/20%)

KI1(0.95) = [1438.86 + 2.045 % 242.751 ] = [942.43 < u < 1935.29]

Wir kbnnen zu 95% darauf vertrauen, dass der walbee unbekannte mittlere Gewinn der
Grundgesamtheit in dem o.g. Intervall liegt. Teskhikorrekte Interpretation: Wenn man
100 Stichproben nach dem o.g. Verfahren realissgtden von den 100 resultierenden
Konfidenzintervallen im Mittel 95 den wahren Mittedrt beinhalten und 5 nicht. Das o.g.
Intervall [942.43, 1935.29] ist eines dieser 10@1valle.

L6sung mit R:

# Aufgabe 9.6: Eine kleine Stichprobe II

gewinn <- ¢(222.80, 3255.60, 57.90, 1415.65, 3249 .65, 1756.23,
3701.85, 833.95, 2756.34, -397.70, 1100 .85, -803.35,
1390.70, 2089.40, -397.31, 3340.66, 3865 .90, 2447.50,
2692.75, 186.25, 1006.50, 463.35, 1847 .50, 2495.70,
590.85, 445.50, -66.20, 865.40, 2172 .70, 578.95)

# Mit Anwendung der t-Verteilung
#
n <- length(gewinn); n

x_dach <- mean(gewinn) # 1438.86

s <- sgrt(mean(gewinn”2) - mean(gewinn)"2); s # 130 7.225
sigma <- sd(gewinn); sigma # 1329.604

sqrt(n/(n-1))*s

SE <- sigma/sqrt(30); SE # [1] 242.7513

t <- qt(0.975, df = n-1); t # 2.045
KI_unten <- x_dach - t*SE

KI_oben <- x_dach + t*SE

KI_unten; KI_oben # [942.38, 1935.34]
t.test(gewinn)

# Mit Anwendung der N(0,1)-Verteilung
#
z <- gnorm(0.975); z # 1.96

KI_unten_z <- x_dach - z*SE

Kl_oben_z <- x_dach + z*SE

KI_unten_z; KI_oben_z # [963.0786, 1914.646]

Mit der t-Verteilung wird ein breiteres Intervalizeugt im Vergleich zum Intervall mit der
N(0,1)-Verteilung. Es giltt[g 9751a5=20 > Z[0.975]- Bl gleicher Vertrauenswahrscheinlichkeit
ist das (korrekte) Konfidenzintervall mit der t-W&fung weniger prazise als wenn die
N(0,1)-Verteilung zugrunde gelegt werden wurde. Eigehtiimuss immer, wenn die
Standardabweichung der Grundgesamtheit geschatdemwenuss, die t-Verteilung benutzt
werden. Ben > 30 kann aber auch approximativ die Normalverteiluegugzt werden.

Lésung b)
Annahmen fur die Anwendung des Konfidenzintervadlsder t-Verteilung:
* Unabhéangigkeit der Beobachtungen. Bedingung: Zdalwahl unet/N < 0.05.
Die GroR3e der Grundgesamth&itmisste also mindestens 600 betragen.
* Normalverteilung in der Grundgesamtheit. Bedingufigrn < 30 muss die
Grundgesamtheit naherungsweise normalverteilt §i&im, > 30 ist dies nicht mehr
notig, man kann approximativ d(0,1)-Verteilung anwenden.
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Kapitel 10: Hypothesentests flr eine Stichprobe

Aufgabe 10.1: Hypothesen

Erstellen Sigd, undH, fur die folgenden Situationen:

a) Der StuRa einer Hochschule fuhrt eine BefragungStadenten zu ihrem
Einkommen durch. Eine Erhebung im letzten Jahrlgrdass das
Durchschnittseinkommen (arithmetisches Mittel)3&€/Monat lag. Es stellt sich
die Frage, ob sich dieser Wert geandert hat.

b) Ein Marktforschungsunternehmen befragt zufalliggaysahlte Kunden nach ihrer
Zufriedenheit mit einem Produkt eines Herstell&lsala von 1/sehr gut bis
5/ungentigend). Eine neue MarketingmafRnahme sa@lém, wenn die Zufriedenhe
schlechter als 3 ist.

c) Ein Busunternehmen moéchte die durchschnittlichgoBigrofie seiner Kunden
wissen. Der Sitzabstand in den Bussen wird vergtp®enn die Durchschnittsgrof3
den Wert 181cm uberschreitet.

d) Ein Marktforschungsunternehmen testet fir einera&tdrsteller einen neuen Colar
Geschmack. Die Einfihrung des neuen Geschmaadjspkint, wenn tber 60% der
Kunden diesen mégen.

e) Eine Immobilienagentur gibt bekannt, dass der AmateiHausern, die langer als dre
Monate zum Verkauf stehen, nun tber 50% liegt.

f) Ein Managermagazin berichtet, dass in 2005 35% &lEOs einen MBA-Abschlus:
hatten. Es stellt sich die Frage, ob sich dieseteAigedndert hat.

g) Ein Smartphone-Hersteller gibt bekannt, dass sAungschussrate unter 4% liegt.

h) Ein Pkw-Hersteller versucht durch ein neuartigesi@de die Reparaturhaufigkeit
eines seiner Modelle zu reduzieren. Bislang musXiéf aller Pkw dieses Modells
nach 50000km zur Reparatur.

i) Ein Online-Lieferservice behauptet, dass der Amterl piinktlich gelieferten
Produkte erhoht wurde. Bislang lag dieser bei 90%.

Hinweis: Stellen Si#&, undH, so auf, dass die Ablehnung viBnpund damit die Annahme
vonH, zu einem 6konomisch interessanten Resultat fuhrt.

it

[¢)

U7

LOsung

a)H,:Y = 550€/Monat vs.H,: Y # 550€/Monat (zweiseitiger Test)
b)H,:Z = 3 vs.H,: Z > 3 (oberseitiger Test)

C)Hy: G = 181cm vs.H,: G > 181cm (oberseitiger Test)

d)H,:p = 0.6 vsS.H,: p > 0.6 (Oberseitiger Test)

e)Hy:p = 0.5 vs.Hy:p > 0.5 (oberseitiger Test)

f) Hy:p = 0.35 vs.H,:p # 0.35 (zweiseitiger Test)

g) Hy:p = 0.04 vs.H,: p < 0.04 (unterseitiger Test)

h) Hy:p = 0.2 vsS.H,: p < 0.2 (unterseitiger Test)

i) Hy:p = 0.9 vs.Hy:p > 0.9 (oberseitiger Test)

99



Auch bei einem einseitigen Test formulieren wir Nigllhypothese auf Gleichhei=]. Wir
konnen dies tun, da alle anderen Wertepfizw. x (also Werte, die bei einem oberseitigen
Test kleiner oder bei einem unterseitigen Testgrdéls sind als der Wert der Nullhypothese)
einen geringereR-value haben als der fur Gleichheit berechiietalue. Vgl. Lehrbuch
hierzu auch S. 218 und S. 226.

Aufgabe 10.2: Eisenstébe |

Ein Hersteller behauptet, der Durchmesser von ineSeergestellten Eisenstéaben entspreche
im Mittel dem Sollwert vohOmm. Aus friiheren Untersuchungen sei bekannt, dass der
Durchmesser der Eisenstabe normalverteilt ist uiledpdoduzierende Maschine mit einer
Varianz vors? = 0.49mm? arbeitet. Flr die Verwendbarkeit der Stabe beimekimer ist
zwar diese Streuung akzeptabel, dagegen ware ewiimgcht, wenn der tatsachliche
mittlere Durchmesser der in dieser Serie hergdstelStabe vom Sollwert nach oben oder
nach unten abweicht. Im Interesse des Abnehmdrees@inem Signifikanzniveau von 5%
(bzw. 1%) die Behauptung des Herstellers durchretechprobenbefund getestet werden.
Die entnommene Stichprobe vom Umfang 100 Staben liefert einen mittleren
Durchmesser vom = 9.85mm.

Lésung

Es handelt sich um einen zweiseitigen Einstichpneb@&est.

1. Schritt: Aufstellen von Null- und Alternativhyfieese und Festlegung des

Signifikanzniveaus

Hy:pu = 10mm vs.Hy: p # 10mm fur a = 0.05

2. Schritt: Festlegung einer Testvariable und Basting ihrer Verteilung
X—Uo . o

Z = o mitZ~N(0,1) undo; = N

Da die Standardabweichung der Grundgesamtheit béekstnmussen wir diese nicht

schatzen und kénnen direkt mit der Standardabwegles Stichprobenmittels rechnen. Die

TestvariableZ folgt einerN (0,1)-Verteilung, dan > 30.

3. Schritt: Berechnen des kritischen Wertes defgfiaGe

Z[0.975] = 1.96
4. Schritt: Berechnen des empirischen Wertes dstvigable (Prifgrofie)
og == =22 = 0.07mm
T Vyn~ VJioo
X = 9.85mm
7= =200 - 9143
ox% 0.07

5. Schritt: Entscheidung Ub#g und Interpretation

Wir verwerfenH, und nehmeiti, an, weil|z| > z,475). Die Behauptung des Herstellers
muss also zu einem Signifikanzniveau von 5% verarovierden.

Zum gleichen Ergebnis fuhrt die Argumentation Udbem P-value: DerP-value liegt bei

2+ (1 = Fg:(|z])) = 0.032 und damit unter 5%. Die Wahrscheinlichkeit, Datée in der
Stichprobe oder extremer zu beobachten, wé&nwahr ware, liegt somit bei n3t2% <
5%. Wir verwerfen daher die Nullhypothese zugunstenAlternativhypothese.

Die Dichte der Testvariablé~N(0,1) und der Wert der Prifgrolke= —2.143 sind in der
folgenden Abbildung dargestellt. DBrvalue ist zwei Mal die Flache links der gestri¢cbel
Linie bei= —2.143. Interpretation deB-value: Wenn der tatsachliche mittlere Durchmesser
der Stabe gleich 10mm ist, dann ist die Wahrsciohikeit bei einer Zufallsstichprobe von
100 Staben eine Abweichung von 10mm in H6he voBrarh oder mehr zu finden, gleich
3.2%.
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Dichte der N(O, 1)-Verteilung

0.2 0.3 0.4
|

dnorm(x, 0, 1)

0.1

Bei einem Signifikanzniveau von 1% ist der kritisdWert der Prifgrol3g, o951 = 2.58. In

diesem Fall kani/, nicht verworfen werden, da der beobachtete WerPd&fgroie nicht
grof3er ist als der kritische WeH, wird also beibehalten. Entsprechend: Peralue liegt
Uber 1%, daher behalten wir die Nullhypothese bei.

Losung mit R:

# Berechnung der Quantile

gnorm(0.975); gnorm(0.995) # Quantile der N(0,1)-Ve rteilung
2*(1 - pnorm(abs(-2.143))) # Berechnung des p-value S

# Darstellung der Dichte von N(1,0)
curve(dnorm(x, 0, 1), xlab = "z",

main = "Dichte der N(0O, 1)-Verteilung",

xlim = c(-4, 4))

grid()

abline(v =-2.143, Ity = 2)

# Der p-value ist 2 Mal die Flache

# links von der gestrichelten Linie bei z = -2.143

Aufgabe 10.3: Eisenstébe II

Aufgabenstellungvie bei Aufgabe 10.2 (,Eisenstabe 1), die Varianz der
Grundgesamtheit sei nun aber unbekannt. Aus eieardn (!) Stichprobe vom Umfang mif
n = 25 errechnet mart = 9.79mm sowies? = 0.64mm?.

Lésung

Es handelt sich um einen zweiseitigen Einstichpmedby&est

1. Schritt: Aufstellen von Null- und Alternativhypieese und Festlegen des
Signifikanzniveaus

Hy:u = 10mm vS.Hy: p # 10mm fiur a = 0.05
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2. Schritt: Festlegung einer Testvariable und Basting ihrer Verteilung
X—Uo o

=" =

Da die Standardabweichung der Grundgesamtheit aminékst, miissen wir diese schatzen

und kénnen nicht direkt mit der Standardabweichdeg Stichprobenmittels rechnen. Die

Testvariablel" folgt einert-Verteilung mitn — 1 Freiheitsgraden (hier alstf = 24), da die

Grundgesamtheit annahmegemal normalverteilt ist.

3. Schritt: Berechnen des kritischen Wertes defgfiaGe

tar=24[0.975] = 2.064 (man beachte, dieser Wert ist groRer als der extispndez-Wert)

4. Schritt: Berechnen des empirischen Wertes dstvagable (Prufgrofie)

_ o0 _ [sves_
E=¢6 —ﬁ—\/;m—O.Mme

. A A n
~Tgf=n—1 MLSE = 0g =—=mitg = /ES

t

_ X—po _ 9.79-10 ,
—_ SE —_ 0.162 —_ _1.3 Und damlﬂtl } tdf=24[0.975]

5. Schritt: Entscheidung Ub#g und Interpretation

Bei einem Signifikanzniveau von 5% ist der kritisdWert der Prufgrol3g;s—,4[0.975] =
2.064. In diesem Fall kanH,, nicht verworfen werden, da der Betrag der Prifgniight
grol3er ist als der kritische WeH, wird also beibehalten.

Zum gleichen Ergebnis fuhrt die Argumentation Utben P-value: DerP-value muss laut
Tabelle dett-Verteilung bei Giber 20% liegen, denn das 90%-Qldet t-Verteilung bei

df = 24isttyr=z4[09) = 1.318 und der beobachtete Wert filist betragsmaRig kleiner als
dieser Wert. Der hoh-value lasst uns die Nullhypothese beibehalten.

Die Abbildung zeigt die Dichte der t-Verteilung kgi = 24. Dazu den Wert fit = —1.3,

aus dem sich ddt-value berechnen lasst niitvalue=2 - (1 — Ft’df=24(|t|)) = 0.2059.
Zusatzlich ist rot gestrichelt die Dichte de€0,1)-Verteilung eingezeichnet.

Dichte der t-Verteilung fur df = 24
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Am Ergebnis andert sich beim Signifikanzniveat: 0.01 nichts. Wenn witH, beia = 0.05
nicht verwerfen, dann tun wir dies auch be+ 0.01 nicht.

L6sung mit R:

# Berechnung der Quantile

qt(0.975, df = 24); qt(0.995, df = 24) # Quantile d er t-Verteilung
2*(1 - pt(abs(-1.3), df = 24)) # Berechnung des p-v alues = 0.2059
# Darstellung der Dichte der t-Verteilung mit df = 24

curve(dt(x, df = 24), xlab =", z",
main = "Dichte der t-Verteilung fur df = 24",

xlim = c(-4, 4))

grid()

abline(v=-1.3, Ity = 2)

curve(dnorm(x, 0, 1), Ity = 2, add = TRUE, col ="r ed")

legend(-4, 0.3, Ity = 2, "N(0,1)")

legend(-4, 0.35, Ity = 1, "t bei df = 24")

# Der p-value ist 2 Mal die Flache

# links von der gestrichelten Linie beit=-1.3

Aufgabe 10.4: Flottenverbrauch

Ein Unternehmen mit einem grof3en Fuhrpark versdanth Fahrhinweise fur die
Angestellten den Kraftstoffverbrauch zu reduzieggel. ist ein Durchschnittsverbrauch von
hdchstens 10 Liter/100km. Um zu Uberprifen, okedi@sel eingehalten wird, werden
zufallig 50 Fahrten ausgewahlt. Dabei ergibt siah Burchschnittsverbrauch von 11.4
Liter/100km bei einer Standardabweichung von 2t8rL100km. Lasst sich daraus
schlieRen, dass das Ziel verfehlt wurde?

a) Erstellen Sie die passenden Hypothesen.

b) Priufen Sie die Annahmen fir einen Hypothesentest.

c) Fuhren Sie einen Hypothesentest durch. Das Signiftkiveau sei 5%. Ermitteln Sig

denP-value und interpretieren Sie diesen Wert.

U

LOosung

a)

Hy:pu =101/100km vs.H,: > 10 1/100km (oberseitiger Test)

Beachte: Das 6konomisch interessante Ergebnis (fasrVerfehlen des Ziels nach oben)
wird als Alternativhypothese formuliert.

b)

Die Annahme einer Zufallsstichprobe ist erfillt,dia Stichprobe aus 50 zufallig
ausgewahlten Fahrten besteht. Wir kbnnen aul3erdeondausgehen, dass= 50 weniger
als 5% der gesamten Anzahl an Fahrten des Unteerehdarstellt (Annahme von
Unabhangigkeit der Beobachtungen bei Ziehen ohméckiegen).

C)

Es handelt sich um einen oberseitigen Einstichprabgest

1. Schritt: Aufstellen von Null- und Alternativhyfieese und Festlegen des
Signifikanzniveaus

Hy:p = 10 1/100km vs.Hy: u > 10 1/100km fir a = 0.05

2. Schritt: Festlegung einer Testvariable und Basting ihrer Verteilung

Z =% N (0,1) mitSE = 65 =

i Undﬁx == ’LS

vn n-1
Da die Standardabweichung der Grundgesamtheit aminékst, miissen wir diese schatzen
und kénnen nicht direkt mit der Standardabweichdeg Stichprobenmittels rechnen. Die
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Prufgroe ergibt sich aus folgender Uberlegungopgeschatzt werden muss, folgt die
standardisierte Grb@%% einert-Verteilung mitn — 1 Freiheitsgraden. Da aber> 30 ist,

kénnen wir diet-Verteilung mit demV (0,1)-Verteilung approximieren. Wir arbeiten also im
Folgenden mit der Testvariabte(mit R wird dagegen immer dieVerteilung genutzt).
3. Schritt: Berechnen des kritischen Wertes defgfioGe
Z[p.95] = 1.645
4. Schritt: Berechnen des empirischen Wertes dstvagable (Prufgrofie)

~ o 50 2.3
SE =063 = 7= 1 vE0 -
% =11.41/100km
Z

= 0.3291/100km

xX— Mo 11.4— 10_4_255
SE 0329

5. Schritt: Entscheidung Ub#g und Interpretation

Bei einem Signifikanzniveau von 5% ist der kritisdWert der Prifgrol3g, o51 = 1.645. In
diesem Fall kani/, verworfen werden, da der beobachtete Wert degRi3é mitz =

4.255 deutlich grof3er ist als der kritische Wéi}. wird also abgelehnt unid, angenommen.
Der P-value ist extrem kleinP-value =1 — Fs;(4.255) =~ 0. Die Wahrscheinlichkeit, Daten
wie in der Stichprobe oder extremer zu beobachtenn die Nullhypotese wahr ware, ist
also nahe Null. Hier im Kontext: Wenn der mittl&ferbrauch tatsachlich 10 1/100km oder
weniger ist, dann ist die Wahrscheinlichkeit baegiZufallsstichprobe von 50 Fahrten einen
durchschnittlichen Verbrauch von 11.4 1/100km oaehr zu finden, praktisch gleich Null.
Dies lasst uns hinsichtlich der Gultigkeit der Naghr skeptisch sein, und daher wird die Null
verworfen und die Alternativhypothese akzeptierit K@nnen also davon ausgehen, dass das
Ziel verfehlt wurde.

Die Abbildung zeigt die Dichte der t-Verteilung kHi = 49. Dazu den Wert flit = z =

4.255, aus dem sich dét-value berechnen lasst nfitvalue= 1 — F; ;-49(|t|) = 0.000.
Zusatzlich ist rot gestrichelt die Dichte dé¢0,1)-Verteilung eingezeichnet.

Dichte der t-Verteilung fir df = 49

04

— tbeidf=49

0.3
|

- N(0,1)

dt(x, df = 49)
0.2

0.1
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L6sung mit R:

# Berechnung der Quantile

qt(0.95, df = 49) # Quantil der t-Verteilung
gnorm(0.95) # Quantil der z-Verteilung

1 - pt(abs(4.255), df = 49) # Berechnung des p-valu es <0.001
1 - pnorm(abs(4.255)) # Berechnung des p-values <0 .001
# Darstellung der Dichte der t-Verteilung mit df = 49

curve(dt(x, df = 49), xlab = "t, z",

main = "Dichte der t-Verteilung fur df = 49",

xlim = c(-4.5, 4.5))

grid()

abline(v = 4.255, Ity = 2)

curve(dnorm(x, 0, 1), Ity = 2, add = TRUE, col ="r ed")
legend(-4.5, 0.3, Ity = 2, "N(0,1)")

legend(-4.5, 0.35, Ity = 1, "t bei df = 49")

# Der p-value ist die Flache

# rechts von der gestrichelten Linie bei t = 4.255

Aufgabe 10.5: Kneipe

Sie vermuten, dass in lhrer Stammkneipe der Winigree Bier ausschenkt als eigentlich
gefordert. Mit ein paar Freunden trinken Sie aneeimAbend sieben 0.5-Liter-Bier und
messen die Fullmengen nach. Die Fullmengen degBiser (in Liter) sind:
051 048 05 045 047 048 047
a) Sie wollen zeigen, dass der Wirt tatsachlich zuigvBrer ausschenkt. Fihren Sie
einen entsprechenden Hypothesentest mit einenfikagziniveau von 5% durch.
Erlautern Sie lhre Vorgehensweise. InterpretierenlBr Ergebnis.
b) Welche Annahme missen Sie hinsichtlich der Gruadgbeit treffen?

Losung a)

Es handelt sich um einen unterseitigen EinstichgmabT est.

1. Schritt: Aufstellen von Null- und Alternativhyfieese und Festlegung des
Signifikanzniveaus

Hy:u=051vs.Hy:u <051 mita = 0.05

2. Schritt: Festlegen einer Testvariable und Bestimg ihrer Verteilung

X- ' . )
T = S:O NTdf:n—l mit SE = 65 = % UndO'X _ ’ﬁs
Da die Standardabweichung der Grundgesamtheit ambékst, mussen wir diese schatzen

und kénnen nicht direkt mit der Standardabweichdeg) Stichprobenmittels rechnen. Die
Testvariable ergibt sich aus folgender Uberlegirays geschatzt werden muss, folgt die

standardisierte Gr('jlfe;% einert-Verteilung. Dan < 30 ist, missen wir mit der-Verteilung

arbeiten.

3. Schritt: Berechnen des kritischen Wertes defgfioGe

tar=e[0.0s] = —1.943 (vgl. Tabelle det-Verteilung)

4. Schritt: Berechnen des empirischen Wertes dstvagable (Prufgrofie)

s = \/%ZZzl(xi — x)? = 0.185 [ (Standardabweichung der Stichprobe)

o 7 0.185
Vi N6 V7
X =0.48 (Mlttelwert der Beobachtungen)

9? 0.48-0.5
—Fo — = —2.646
SE 0.00756

SE =65 = = 0.00756 [

~
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5. Schritt: Entscheidung Ub#&g und Interpretation

Dat < tqr=6[0.05) Muss die Nullhypothese verworfen und die Altentatpothese
angenommen werden. Wir wissen aus der Tabelle-tferteilung, dass ddr-value unter
2.5% liegt, denm,r_q[0.025) = —2.447 und der beobachtete Wert filist kleiner als das
2.5%-Quantil det-Verteilung bei 6 Freiheitsgraden.

Wir kénnen also davon ausgehen, dass der Wirt weigsschenkt als 0.5 Liter.

Die Abbildung unten zeigt die Dichte der t-Verteitpbeidf = 6. Dazu den Wert fur

t = —2.65, aus dem sich dét-value berechnen lasst niitvalue= F; 5¢-¢(t) = 0.019.
Zusatzlich ist rot gestrichelt die Dichte de€0,1)-Verteilung eingezeichnet.

Ldsung b)

Es muss gelten, dass die Grundgesamtheit normeailvést. Dies kann hier als erfullt
angesehen werden, da zufallige Abweichungen (beipien) von einem Mittelwert haufig
einer Normalverteilung folgen.

Losung mit R:
bier <- ¢(0.51, 0.48, 0.5, 0.45, 0.47, 0.48, 0.47)

# Methode 1

mu_0 <- 0.5 # Mittelwert de r Nullhypothese
sigma_dach <- sd(bier); sigma_dach # geschatzte SD der GG =0.02
x_dach <- mean(bier); x_dach # Stichprobenmi ttel = 0.48
n<-7;n # Stichprobengr oRe=7

SE <- sigma_dach/sqgrt(n); SE # SE = 0.007559 289

t <- (x_dach - mu_0)/SE; t # emp. Wert der Testvar. t = -2.645751
t_krit <- qt(df = n - 1, 0.05); t_krit # krit. Wer t=-1.94318

#t <t_krit => Ablehnung von HO

# Methode 2

pt(df = n-1, t) # P-value = 0.01912259

# P-value < 0.05 => Ablehnung von HO

# Methode 3: t-Testin R
t.test(bier, mu = 0.5, alternative = "less")

# Darstellung der Dichte der t-Verteilung mit df = 6
curve(dt(x, df = 6), xlab ="t, z", ylim = ¢(0, 0.4 ),
main = "Dichte der t-Verteilung fur df = 6",

xlim = c(-4, 4))

grid()

abline(v = -2.6458, Ity = 2)

curve(dnorm(x, 0, 1), Ity = 2, add = TRUE, col ="r ed")

legend(1.5, 0.3, Ity = 2, "N(0,1)")

legend(1.5, 0.35, Ity = 1, "t bei df = 6")

# Der p-value ist die Flache

# links von der gestrichelten Linie bei t = -2.6458
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Dichte der t-Verteilung fur df = 6

— tbeidf=6

0.3

-7~ N(,1)

:6)

dt(x, df
0.2

0.1

Aufgabe 10.6: Umfrage

Uber das Jahr 2007 wurden in den USA mehrere Bafiggn zur Einschatzung der
zukunftigen 6konomischen Lage durchgefihrt. ImeMithben 20% der Befragten an, das
sie optimistisch hinsichtlich der zukinftigen dkmmnsrhen Lage sind. Im Januar 2008
wurden zufallig 2590 Wahlberechtigte ausgewahlt nmd13% gaben an, dass sie
optimistisch sind. Ist dies Evidenz dafir, dass\dadrauen der US-Birger in die zukunftige
Okonomische Lage gesunken ist?

a) Erstellen Sie die passenden Hypothesen.

b) Prifen Sie, ob die Bedingungen fur einen Hypotheseerfillt sind.

c) Fuhren Sie einen Hypothesentest durch. Das Signiftkiveau sei 5%. Ermitteln Sig

denP-value und interpretieren Sie diesen Wert.

)

A\1”4

Ldsung a)

Es handelt sich um einen unterseitigen Anteilswerest.

Aufstellen von Null- und Alternativhypothese undsfegung des Signifikanzniveaus
Hy:p =0.2VvSs.Hy:p < 0.2 mita = 0.05

Losung b

Folger?de)Bedingungen missen erfullt sein (i) Essneuse Zufallsstichprobe vorliegen, (ii)
= < 0.05 und (iii) np = 10 undn(1 — py) = 10.

(i) ist erfullt,

(ii) In den USA gibt es ca. 230 Mio. WahlberechgighierN). Damit ist% < 0.05 erfullt.

(iii) Es gilt npy = 2590 - 0.2 > 10 undn(1 — p,) = 2590 - 0.8 > 10.

Ldsung c)

1. Schritt: Aufstellen von Null- und Alternativhyfieese (vgl. oben)
Ho:p = 0.2 vs.Hy:p < 0.2 mita = 0.05

2. Schritt: Festlegen der Testvariable und Bestimgribirer Verteilung
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7 = H-pg mit oy = /Po(l—po)
oy n

Da wir in H, einen wahren Wert fir annehmenyg = p,), kdnnen wir mitp, auch die
Standardabweichung des Stichprobenmitigl®erechnen.

3. Schritt: Berechnen des kritischen Wertes defgrie

Z[p.05] = —1.645 (vgl. Tabelle deN(0,1)-Verteilung)

4. Schritt: Berechnen des empirischen Wertes dstvagable (Prufgrofie)

oy = \/p‘)(l_m) = \/0'2(1_0'2) = 0.00786 (Standardabweichung des Stichprobenmittels)

n 2590

h— 0.13-0.2
2P _ 222722 — 8906
ol 0.00786

5. Schritt: Entscheidung Ub#g und Interpretation

Wir k6nnenH, ablehnen, da < z, os5). ES gibt starke Evidenz dafur, dass das Vertragen d
US-Blurger in die zukinftige 6konomische Lage gesuankt.

Der P-value ist hier extrem kleinf{;(—8.906) < 0.001). Es ist also extrem
unwahrscheinlich, Daten wie in der Stichprobe aderemer zu beobachten, wenn die
Nullhypothese wahr wére.

7 =

Losung mit R:

# Methode 1

p0 <-0.2; pO # Anteilswert der Nul Ihypothese
n <- 2590; n # Stichprobengréile

sigma_H <- sqgrt(p0*(1-p0)/n); sigma_H # SD des St. pr.anteils
#0.007859775

h<-0.13; h # Stichprobenanteil

z<-(h-pO)/sigma_H;z # PrifgroRe
#-8.906107

z_krit <- gnorm(0.05); z_krit  # krit. Wert
#-1.644854
# z < z_krit => Ablehnung von HO

# Methode 2

pnorm(z) # P-value

# 2.642785e-19 (2.642 * 10 hoch -19)
# P-value < 0.05 => Ablehnung von HO

# Methode 3

# Anteilswert-z-Test in R

prop.test(0.13*2590, 2590, p = 0.2, alternative =" less")
# Die die Approximation der diskreten Binomialverte ilung
# durch die stetige Normalverteilung kommt es zu ei ner

# kleinen Abweichung beim p-value
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Kapitel 11: Hypothesentests flr zwei Stichproben uth Verteilungen
gualitativer Daten

Aufgabe 11.1: Ausgabenverhalten

Auf einer Freizeitmesse wird das AusgabeverhalbenRrauen und Mannern erhoben. Es
ergeben sich folgende Daten (vgl. ateko_sanpl e _t _test. csv).

Stichprobengréfe Mittelwert in € Standardabweighim€
Frauen ny = 100 x = 101.347 oy = 12.798
Mé&nner ny = 120 y = 105.991 oy = 17.617

a) Prufen Sie die Annahmen zur Durchflihrung eines ghebprobene-Tests.

b) Unterscheiden sich die mittleren Ausgaben fiur Fraued Méanner? Fihren Sie einen
Zweistichproben-Test durch. Das Signifikanzniveau sei 5%. Inteiqdren.

c) Berechnen Sie das zugehérige 95%-Konfidenzinterdvadirpretation.

Ldsung a)
Folgende Annahmen sind fir den Zweistichprobendtta prifen:

1. Unabhangigkeit der Beobachtungen: Hierzu habemisirkeine Informationen. Wir
nehmen an, dass die Frauen als Zufallsstichprabee@uGrundgesamtheit der Frauen
gezogen wurden. Gleiches qilt fir die M&nner.

2. Normalverteilungsannahme: Zu prifen ist, ob die #&/ar der Stichprobe
normalverteilt sind. Hierzu ist ein Histogramm oddsesser — ein qqg-plot (vgl. unten)
mit R zu erstellen. Die Darstellung ergibt, dassdiAnnahme hier als erfullt
angesehen werden kann.

3. Unabhéangige Gruppen: Es darf keinerlei Beeinflugsiler Gruppen untereinander
geben. Hier sollte also sichergestellt sein, datsde Frauen und Manner nicht
kennen bzw. beeinflussen.

Die Histogramme bzw. qqg-plots zeigen, dass Annamlks erflillt angesehen werden kann.

X - Frauen Y - Manner

30
|
25
|

25
|

20
|

20
|

Frequency
15
|
Frequency

15

10
|

o - o -

T T T T T 1
70 80 90 100 110 120 130 14 60 80 100 120 140
X Y

109



qq plot fur X - Frauen qq plot fur Y - Manner
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Ldsung b)

Zunachst sind Null- und Alternativhypothese zu faleren und die Testvariable anzugeben.
Die Nullhypothese lautet
Ho:piy —py =0
bei einem Signifikanzniveau van= 0.05. Die Alternativhypothese ist zweiseitig
Ho:py —py # 0
Die Testvariable fur diesen Test ist
_ _&x-n
"~ SE(X-Y)
wobei der Standardfehle$E) berechnet wird mit

L ~2 =2
SEX—-7)= [ZX4+2X

nx ny
Die Testvariabld folgt einert-Verteilung mitdf Freiheitsgraden, wobei
()
nx Ny
df =
f=— @)2= 1 @>2
nx—l\nx ny—l\‘ny

Diese Berechnungen sind mit R durchzufiihren (vglenn). Der beobachtete Unterschied im
mittleren Ausgabenverhalten ist- y = —4.644. Wir erhalten hier fur den Standardfehler

SE = 2.055. Die PriifgroRe (d.h. die Realisation der Testiaeia) istt = = 0501 _

2.055
—2.259. Die Zahl der Freiheitsgrade f = 175%% — 214. Der kritische Wert det-

0.083
Verteilung beidf = 214 istt[g9751af=214 = 1.971. Wir kdnnen daher die Nullhypothese

verwerfen, ddt| > tjo.975)af=214-

Der exakteP-value mit R zu berechnen. Es ergibt s2¢h — F, 5:_,14(]¢t])) = 0.0248.

Wenn wir, dadf > 100, diet-Verteilung durch di&V(0,1)-Verteilung approximieren,
erhalten wir nach Tab. 14.1 einBrvalue von2(1 — Fs.(|—2.26])) = 2(1 — 0.9881) =
0.0238.

Wir kbnnen also die Nullhypothese, nach der es@dwes dem mittleren Ausgabenverhalten
von Mannern und Frauen keinen Unterschied gibtygden. Wenn es tatsachlich keinen
Unterschied im mittleren Ausgabenverhalten gaberdejliegt die Wahrscheinlichkeit, bei
einer solchen Zufallsstichprobe eine Differenz Mételwerte von 4.644 oder grofRer zu
erhalten, bei ca. 2.5%. Auf Grund dieser geringaahk&cheinlichkeit, verwerfen wir die
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Nullhypothese und nehmen die Alternativhypothesenanh der sich das mittlere
Ausgabenverhalten zwischen Frauen und Mé&nnernsahteidet.

Lésung c)
Das zum ZweistichprobeniTest korrespondierende Konfidenzintervall fur dérierschied
der Mittelwerte ist

KIQ = @y = E =) E by 4SEX =)

Wir erhalten mit R

KI1(0.95) -y, = (—4.644) £ 1.971 % 2.055 = [—0.59, +8.70]

Wir kdnnen also zu 95% darauf vertrauen, dass éidieser Methode erzeugtes Intervall,
die wahre mittlere Ausgabendifferenz zwischen M@mumd Frauen beinhaltet. Unser
Intervall [-0.59€, +8.70€] ist ein solches Intetval

L6ésung mit R

getwd()

data <- read.csv("two_sample_t_test.csv")
head(data)

attach(data)

#
#a)

# X: Frauen, Y: Manner

# Histogramm und qqg-Plot

hist(X, main = "X - Frauen", cex.axis = 1.5, cex.la b=1.5)
ggnorm(X, cex.axis = 1.5, cex.lab = 1.5, cex = 2,

main = "qq plot fur X - Frauen"); ggline(X); grid()

hist(Y, main ="Y - Manner", cex.axis = 1.5, cex.la b=1.5)
ggnorm(Y, cex.axis = 1.5, cex.lab = 1.5, cex = 2,

main = "qq plot fur Y - M&nner"); qgline(B); grid()

#

#b)

# Methode 1

# Beobachtungen pro Vektor

n_X <- sum(table(X)); n_X

n_Y <- sum(table(Y)); n_Y

mean_X <- mean(X, na.rm = TRUE)
mean_Y <- mean(Y, na.rm = TRUE)
var_X <-var(X, na.rm = TRUE); var_X
var_Y <-var(Y, na.rm = TRUE); var_Y

SE <- sqrt(var_X/n_X + var_Y/n_Y); SE
t <- (mean_X - mean_Y)/SE; t

# T folgt einer t-Verteilung mit df als Zahl Freihe itsgrade:
#df=Z/N

Z <- (var_XI/n_X +var_Y/n_Y)"2

N <- (1/(n_X - 1))*(var_X/n_X)*2 + (L/(n_Y - 1))*(v ar_Y/n_Y)\2
df <- Z/N; df

# kritischer Wert der t-Verteilung
qt(0.975, df = 214)

# p-value exakt

p.value <- 2*(1 - pt(abs(t), df)); p.value
p.value <- 2*(1 - pt(abs(t), 214)); p.value
# p-value approx.

p.value <- 2*(1 - pnorm(abs(t))); p.value

# Methode 2
t.test(X, Y)
#
#c)

# Methode 1

KI_unten <- (mean_X - mean_Y) - qt(0.975, df = df)* SE
Kl_oben <- (mean_X - mean_Y) + qt(0.975, df = df)*S E
KI_unten; KI_oben
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# Methode 2
t.test(X, Y)

Aufgabe 11.2: Tapete

Auf einer Mobelmesse werden 16 zufallig ausgewd@dseicher nach ihrer Zahlungs-
bereitschaft fir Tapete (in € pro Packung) befragtbei die Tapete dkologisch (,Oko*)
oder konventionell (,kein Oko*) hergestellt wurdgis auf die Art der Herstellung (,Oko*
oder ,kein Oko*) gibt es keine Produktunterschie®ée Tabelle zeigt die Werte der
Zahlungsbereitschaften (vgl. auphi red _t test. csv).

Besucher 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
kein Oko 36 18 16 83 49 7 27 89 45 30 40 29 32 15 29 38
Oko 37 21 17 85 48 8 29 92 49 32 41 30 32 13 29 38

a) Prufen Sie die Annahmen zur Durchfihrung eines g@pat-Tests.
b) Fuhren Sie einen gepaartefilest durch. Das Signifikanzniveau sei 5%. Inteigdren.
c) Berechnen Sie das zugehoérige 95%-Konfidenzinternwadirpretation.

Ldsung a)
Folgende Annahmen sind fir den gepaarten t-Teptiden:

1. Gepaarte Daten: Jeder Besucher gibt seine Zahlargjszhaft fir konventionell
erzeugte Tapete und Oko-Tapete ab. Wir konnenalservon gepaarten Daten
ausgehen.

2. Unabhéangigkeit der Differenzen: Wir konnen davosgahen, dass sich die zufallig
ausgesuchten Besucher nicht beeinflusst haben.

3. Normalverteilungsannahme: Zu prifen ist, ob diddd#nzen in der Stichprobe
normalverteilt sind, entweder Uber ein Histogramdere- besser — ein qg-plot (vgl.
unten). Diese Annahme kann hier als erfillt angesseterden.

Mit einem Histogramm bzw. qg-plot ist zu zeigensslAnnahme 3 als erfillt angesehen
werden kann.
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Ldsung b)

Wir bilden zunachst die paarweisen Differenzgr= x; — y; mit X als Zahlungsbereitschaft
fur kein Oko und’’ als Zahlungsbereitschaft fiur Oko. Dann formulienénNull- und
Alternativhypothese und wahlen die Testvariable.
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Die Nullhypothese lautet
HO:H'D = 0
bei einem Signifikanzniveau van= 0.05. Damit istu, die wahre mittlere Differenz
zwischen der Zahlungsbereitschaft fiir kein Okpynd fiir Oko Y).
Die Alternativhypothese ist zweiseitig
HO:H'D * 0
Die Testvariable fiir diesen Test ist
D-0 .
T = SED) mit T~Tyr
wobei der Standardfehle$E) berechnet wird mit
SE(D) = 2
Hier hierbei istg;, die geschétzte Standardabweichung der paarweisiemddzen.

Die paarweisen Differenzef) sind

Besucher 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
kein Oko 36 18 16 83 49 7 27 89 45 30 40 29 32 15 29 38
Oko 37 21 17 85 48 8 29 92 49 32 41 30 32 13 29 38
d; -1 3 -1 2 1 1 -2 3 4 -2 -1 -1 0 2 0 0

Wir berechnen dem Mittelwert der Differenzen mhit= —1.125 und die geschéatzte

Standardabweichung der Differenzen in der Grundgésat mité, = /ﬁ (d; —d)? =

1.5438. Der Standardfehler iStE (D) = ljgg = 0.3860. Der empirische Wert der
Testvariable ist somit = 22> = —2.915.

0.3860

Die Zahl der Freiheitsgrade i@f = n — 1 = 15. Der kritische Wert der-Verteilung bei

df = 15 isttoo751ar=15 = 2.131. Wir kdnnen daher die Nullhypothese verwerfen, da

|t] > t[0.975)ar=15- Der exakteP-value ist2(1 — Fy 4=15(|t])) = 0.0107 (vgl. R Code
unten).

Wir kénnen also die Nullhypothese, nach der siehndittlere Zahlungsbereitschaft fur
konventionelle Tapete und Oko-Tapete nicht untesisiel, verwerfen. Wenn es tatsachlich
keinen Unterschied in den mittleren Zahlungsberkédfien gaben wirde, liegt die
Wahrscheinlichkeit, bei einer solchen Zufallsstidiye eine mittlere Differenz der
Zahlungsbereitschaften von 1.125 oder gro3er zalterh) bei ca. 1.07%. Auf Grund dieser
geringen Wahrscheinlichkeit, verwerfen wir die Niyfbothese und nehmen die
Alternativhypothese an, nach der sich die mittiablungsbereitschaften unterscheiden.

Lésung c)

Die Formel zur Berechnung des 95%-KonfidenzintésJat

K1(0.95),, = d % tj9.9751ar=n-1SE (D)

Hier erhalten wir

KI1(0.95),, = —1.125 + 2.131 * 0.3860 = [—1.95, —0.30]

Wir kbnnen also zu 95% darauf vertrauen, dass digrevmittlere Differenz der
Zahlungsbereitschaften in EUR flur konventionelld 6kologische Tapete im Intervall
[—1.95,-0.30] liegt.

Lésung mit R
data <- read.csv("paired_t_test.csv")
attach(data)
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head(data)

d <- kein_Oko - Oko; d

# Histogramm und qqg-Plot
hist(d)

summary(d)

ggnorm(d, cex = 2)
qqline(d)

sd(d)

n <- length(d); n

SE <- sd(d)/sqrt(n); SE
t <- mean(d)/SE; t
qt(0.975, df = 15)

t.test(d, m0 = 0)

# oder
t.test(kein_Oko, Oko, paired = TRUE)

Aufgabe 11.3: Lehrerfolg

Ein Dozent unterrichtet zwei Gruppen (A und B) Stuidierenden zum gleichen Thema uf
maochte untersuchen, ob durch den Einsatz einermeelrmethode sich der Lehrerfolg
verbessert. Gruppe A besucht wie Ublich eine Vorigsind arbeitet parallel mit einem
Lehrbuch. Gruppe B erhalt zusatzlich die Mdglichkeiultiple-Choice-Aufgaben mit
Lésungshinweisen online zu bearbeiten. Beide Grugpbreiben die gleiche Klausur. Die
folgende Tabelle zeigt die erreichten Punkte inklausur.

A 42 60 45 49 39 50 36 47 55 43 46 43

B 48 58 59 40 54 35 38 37 58 44 41 89 77
a) Prufen Sie die Annahmen zur Durchfihrung eines MWgkls.

nd

b) Fihren Sie einen MWU-Test durch. Das Signifikareanivsei 5%. Interpretation.

Ldsung a)
Folgende Annahmen sind fir den MWU-Test zu prifen:
1. Identisch verteilte Teilstichproben. Um diese Anmatzu Uberprifen, sollte ein
Boxplot mit R dargestellt werden. Der Boxplot unggmicht fur diese Annahme.
2. Unabhéangigkeit der Teilstichproben: Wir kdnnen daaasgehen, dass sich die
Studierenden in den Gruppen nicht beeinflusst haben

Die Normalverteilungsannahme (wie beim t-Testhisht notig.
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Ldsung b)

Auch hier ist zunachst die Null- bzw. Alternativiotpese aufzustellen.

Die Nullhypothese lautet

Hy: X[0.5] = Y[0.5]

und die (zweiseitige) Alternativhypothese ist hier

Hy: X[o.5] # Yio.s]

Die Nullhypothese besagt also, dass beide Vertgdamen gleichen Median haben. Hier ist
X = AundY = B. A hatm = 12 Beobachtungen ungl hatn = 13 Beobachtungen. Wir
fassen zunachst beide Gruppen zusammen, ordn@&gdi@chtungen und weisen jeder
Beobachtung einen Rang zu. Bei gleichen Rangenderanittlere Rang der zu vergebenen
Range zugewiesen.

Wir erhalten folgende Tabelle:

BABBABBA A ABAAA BAABA B BBABB
data 35 36 37 38 39 40 41 42 43.0 43.0 44 45 46 47 48 49 50 54 55 58.0 58.0 59 60 77 89
r 12345678959511121314 1516 17 18 19 20.5 20.5 22 23 24 25

Wir berechnen die Rangsumme flr beide Gruppen thadten hielR, = ). Range, = 148

undRg = Y Rangey = 177. Dann berechnen wir
m(m+1)

UA=mn+ 2 _RA=86
und
Ug =mn+280 _p. =70

2
Wir prufen die Bedingungnn = Uy + Uy, mit12 * 13 = 156 = 86 + 70. Wir berechnen

dann die PrufgroRE mit U = min{Uy,, Uz} = 70. Diese Prifgro3e vergleichen wir mit dem
kritischen Wert der MWU-Teststatistik (vgl. LehrtiycDer kritische Wert ist/.,.;;(m =

12,n = 13) = 41. Man verwirft die Null, wenn der Wert vdn kleiner oder gleicl/,,;; ist.
Dies ist hier nicht der Fall, wir kbnnen aldg nicht verwerfen. Es gibt also keinen statistisch
signifikanten Unterschied der Mediane beider Grupjer p-value ist (vgl. Lésung mit R
unten) 0.6832 und damit deutlich groR3er als 5%.

Lésung mit R
A <- c(42, 60, 45, 49, 39, 50, 36, 47, 55, 43, 46, 43)
B <- c(48, 58, 59, 40, 54, 35, 38, 37, 58, 44, 41, 89, 77)

m <- length(A)
n <- length(B)

summary(A); summary(B)

# Boxplot

boxplot(A, B, names = c¢("A", "B"),
ylab = "Punkte", xlab = "Gruppe")

data <- c(A, B) # Kombiniere beide Vektoren

names(data) <- c(rep("A", m), rep("B", n))

data <- sort(data) # Sortieren der Daten von klein zu grof3
r <- rank(data) # Ermittlung der Range

rbind(data, r) # Kombiniere Daten und Rénge

U_A <- m*n + m*(m+1)/2 - sum(rj[names(data) == "A"])
U_B <- m*n + n*(n+1)/2 - sum(r[names(data) == "B"])
# check: 12*13=156=86+70=156

U <- min(U_A, U_B); U # Ausgabe der Teststatistik U

# Syntax flr den MWU test ist Wilcox.test()
wilcox.test(A, B)
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Aufgabe 11.4: Powernapping

Ein Powernapping (ein kurzer 15-Minuten-Schlaf) aalgeblich die geistige Leistungs-
fahigkeit steigern. 16 zufallig ausgewahlte Mitatbeeiner Firma losen einen Mathetest Vior
einem solchen Schlaf (,vorher*). Nach dem Schiaklb die Teilnehmer einen zweiten
Mathetest mit anderen aber ahnlich schwierigen eragie Tabelle zeigt die erreichten
Punkte (vgl. auchV | coxon_mat ched_pai rs. csv) in den Tests.
Mitarbeiter 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
vorher 30 26 14 38 40 8 26 24 38 22 59 51 32 11 49 86
nachher 37 21 17 85 48 8 29 92 49 32 41 30 32 13 29 38
a) Prufen Sie die Annahmen zur Durchfihrung einesdXin-Tests fur gepaarte
Stichproben.
b) Fihren Sie einen Wilcoxon-Test fur gepaarte Stichen durch. Das Signifikanzniveat
sei 5%. Interpretation.

Ldsung a)
Folgende Annahmen sind fir den Wilcoxon-Test f(pagete Stichproben zu prifen:
1. Intervallskalierte Daten: Erfullt, da Angaben mitrikten (hier als Einheiten
interpretiert) vorliegen.
2. Unabhangigkeit der paarweisen Beobachtung: Erfidlteine Zufallsstichprobe
vorliegt.

Die Normalverteilungsannahme der Differenzen (vagrbZweistichproben-t-Test) ist nicht
notig. Auch hier ist zunéchst die Null- bzw. Altativhypothese festzulegen.

Die Nullhypothese lautet

HO: A[O.S]: 0 mit Ai: Xi — Vi

und die (zweiseitige) Alternativhypothese ist hier

HA: A[O.S]:'t 0

Die Nullhypothese besagt also, dass der Mediapakmveisen Differenzen Null ist. Hier ist
X = vorher undY = nachher. X undY haben jeweilss = 16 Beobachtungen.

Der Boxplot der Beobachtungen sieht unaufféallig. &ex Median von ,nachher” ist nur
geringfugig grofer als der von ,vorher”.
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Wir bilden zunéchst die Differenzen der Beobach&m@ = vorher - nachher )
Dann berechnen wir den Betrag der Differenzkrabs ) und den zugehdrigen Ramaiig ).
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Range bei Gleichheit, wenn also d = 0 ist, werdehtimitgezahlt (hier gibt es zwei Paare
mit d = 0). Wir berechnen also den Rang ohne Ghaitirang_ohne0 ). Wir berechnen
dann daraus die Summe der Rangwgrtg,, die zu positiven Differenzen gehoren, und die
Summe der Rangwer)eR_, die zu negativen Differenzen gehéren. Es ergibt)y R, = 47
und) R_ = 58.

Die Berechnung ergibt sich tber folgende Tabelle.

vorher nachher d d_abs rang rang_ohne0
30 37-7 770 5.0
26 21 5 560 4.0
14 17 -3 3 45 25
38 85-47 47140 12.0
40 48 -8 8 8.0 6.0
8 8 0 015 -0.5
26 29 -3 3 45 2.5
24 92-68 6816.0 14.0
38 49-11 1110.0 8.0
10 22 32-10 10 9.0 7.0
11 59 41 18 1811.0 9.0
12 51 3021 2113.0 11.0
13 32 32 0 015 -0.5
14 11 13 -2 230 1.0
15 49 29 20 2012.0 10.0
16 86 38 48 4815.0 13.0

O©CoO~NOOUR,WNE

Zur Probe berechnen wir (mit der Zahl der Beobaalgn ohne Gleichheit bzw. Rang 0, also
__ n(n+1) 14%15

mitn = 14) YR, +TR_ =——— & 47 + 58 = 105 =
Wir berechnen dann die PrufgroBemit W = min{}. R, ,>. R_} = 47. Diese PrufgroRRe
vergleichen wir mit dem kritischen Wert der Tedistik fur den Wilcoxon-Test fur gepaarte
Stichproben (vgl. Lehrbuch). Der kritische Wertigt,;;(n = 14) = 21. Man verwirft die
Nullhypothese, wenn der Wert va#i kleiner oder gleictiy,.;; ist. Dies ist hier nicht der
Fall, wir kdbnnen alsdi,, nicht verwerfen. Es gibt also keinen statistisgmisikanten
Unterschied der Differenz der Mediane beider Grapper p-value ist (vgl. Lésung mit R
unten) 0.7536 und damit deutlich groR3er als 5%.

L6ésung mit R

getwd()

data <- read.csv("Wilcoxon_matched_pairs_test.csv")
head(data)

names(data)

attach(data)

n <- length(vorher); n

# Boxplot: Variable vorher hat den kleineren Median
boxplot(vorher, nachher, ylab = "Punkte",
names = c("vorher", "nachher"))

# Differenzen und Absolutwert der Differenzen
d <- vorher - nachher; d
d_abs <- abs(d); d_abs

# Rang der absoluten Differenzen
rang <- rank(d_abs); rang

# Rang 0 (Gleichheit) wird nicht gezahlt
rang_ohne0 <- rank(d_abs) - sum(d_abs == 0); rang_o hne0

tab <- data.frame(vorher, nachher, d, d_abs, rang, rang_ohne0); tab
sum(rang_ohne0[d < 0])
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sum(rang_ohne0O[d > 0])

# Probe: Achtung => Ohne Rang 0
n_neu<-n-2;n_neu

# 47+58 = n_neu*(n_neu+1)/2

wilcox.test(vorher, nachher, paired = TRUE)

Aufgabe 11.5: Wiirfel

Es soll untersucht werden, ob ein Wiirfel ,fair“,ist.h., ob jede der sechs Seiten des Wiirfels
mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auftritt. Sigrfeln 200 x und erhalten folgende
Haufigkeitsverteilung (vgl. auchahl . csv).

Zahl 1 2 3 4 5 6

Haufigkeit 28 37 37 27 33 38
Untersuchen Sie diese Frage mit einem Anpassungbi&s Signifikanzniveau sei 5%.
Interpretation.

LOsung
Wie bei jedem Test sind zunachst NullhypothesegrAlitivhypothese und Testverteilung zu
bestimmen. Beim Anpassungstest will man zeigerdietYerteilung eines qualitativen
Merkmals einer bestimmten Verteilung folgt oderrebecht. Hier geht es darum, ob ein
Wirfel mit gleicher Wahrscheinlichkeit die Zahleonvl bis 6 generiert.
Die Nullhypothese ist daher
Ho: F = Fgieichverteitung
und die Alternativhypothese ist
HA: F+# FGleichverteilung
Die Teststatistik ist

(nj=E)’
Z;'n:1 ]E,j ~Xm—1

]

mit n; als Zahl der Beobachtungen pro Klasse. Die Tesskafolgt einery?-Verteilung mit
m — 1 Freiheitsgraden.

Hier liegenm = 6 Klassen vor mit den Beobachtungen {28, 37, 37337 38}. Die

erwarteten absoluten Haufigkeiten unter Gultigkei H, sindE; = 290 = 33.33. Wir

6
berechnen also die Priifgréf3e mit
(28-33.33)%2 = (37-33.33)> = (37-33.33)%2 = (27-33.33)2 = (33-33.33)2 = (38-33.33) _ 352
33.33 33.33 33.33 33.33 33.33 33.33
Die Dichte dery2-Verteilung mit 5 Freiheitsgraden ist hier darghstBie rote vertikale
Linie zeigt den Wert der Prifgré3e (=3.52) an,ghstrichelte vertikale Linie den kritischen

Wert, hier das 95%-Quantil béf = 5, welches bei 11.07 liegt.
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Die Nullhypothese wird verworfen, wenn die PrifgedfoRer ist als der kritische Wert. Dies
ist hier nicht der Fall. Wir kdnnen also die Nuliothese, nach der der Warfel ,fair ist, also
die Zahlen von 1 bis 6 mit gleicher Wahrscheinlghlgeneriert, nicht verwerfen.

Die p-value berechnet sich tiber die PrifgroRe umdriNutzung dey?-Verteilung mit 5
Freiheitsgraden. Hier ist:

2
p-value =1 — F,: <Z}T‘=1@,df = 5) =1-F,2(3.52,df =5) = 0.6204
]

Der p-value liegt Uber 5%, also kann die Nullhymsth nicht verworfen werden.

Losung mit R

data <- read.csv("Zahl.csv")
head(data)

attach(data)

names(data)

# absolute Haufigkeitsverteilung
table(Zahl)

# Berechnung der PrifgréRe

nj <- ¢(28, 37, 37, 27, 33, 38)

Ej <- ¢(33.33, 33.33, 33.33, 33.33, 33.33, 33.33)
chi2 <- sum(((nj-Ej)*2)/Ej); chi2

# Plot der Dichte

curve(dchisq(x, df = 5), xlim = ¢(0, 20))
grid()

abline(v = 3.52, lwd = 2, col = "red")
abline(v = qchisq(0.95, df = 5), Ity = 2)

# Test
chisq.test(table(Zahl))
# p-value

1 - pchisq(3.52, df = 5)

Aufgabe 11.6: Journalpraferenz und Geschlecht

Testen Sie mit Hilfe eines Unabhangigkeitstestsli®erkmale ,Journal”“ und
,Geschlecht in Bsp. 2.1 (vgBsp. _2. 1. csv) unabhangig voneinander sind. Das
Signifikanzniveau sei 5%. Interpretation der Tegtdmisse.
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Losung

Beim Unabhangigkeitstest will man zeigen, ob zwsilgative MerkmaleX undY)
voneinander abhangig sind oder eben nicht.

Die Nullhypothese ist daher

Hy: X und Y sind unabhangig

und die Alternativhypothese ist

H,: X und Y sind nicht unabhiangig < X und Y sind abhingig

Die Teststatistik ist

L F. )2
> Z%“’X(Zk—l)(l—l)
mit n;; als Zahl der Beobachtungen fur Zeilend Spaltg undE;; als Werte bei
Unabhéangigkeit. Die Teststatistik folgt eingr-Verteilung mit(k — 1)(I — 1)
Freiheitsgraden, wobéi die Zeilenzahl und die Spaltenzahl der Kontingenztabelle ist.
Wenn der Wert der Teststatistik (also die Prufgyalkerraschend grol} ist, spricht dies gegen
die Nullhypothese. In diesem Fall sind die Abweiogen zwischem;; undE;; relativ grofs.
Wir verwerfen dann die Hypothese der Unabhangidseider Merkmale.

Zunachst erstellen wir eine Kontingenztabelle figrgemeinsame Verteilung der Merkmale
Journal und Geschlecht. Es ergibt sich

Journal
Geschlecht Cosmopolitan Economist Sports Illustrate d Sum
Frau 45 5 1 0 60
Mann 5 10 2 5 40
Sum 50 15 3 5 100

Die Kontingenztabelle liefert die Werte fiiy;, also die absoluten Haufigkeiten flr Zeile
und Spaltg. Hier ist z.B.n,, = 10, d.h., 10 Teilnehmer sind Manner und praferieren
Economist. Die Gesamtzahl an Beobachtungem #st100.

Die erwarteten Werte bei Unabhangigkeit, ergeben sich mit

Zeilensumme;*Spaltensumme;
Eij = n
Wir erhalten furE;; folgende Werte

Journal
Geschlecht Cosmopolitan Economist Sports Illustrate d
Frau 30 9 2 1
Mann 20 6 1 4

Fur die PrufgroRe erhalten wir
(nij—Eij)*
> Z% = 37.6
U
Die Dichte dery2-Verteilung mit 2 Freiheitsgraden (= 1*2) ist haargestellt. Die rote
vertikale Linie zeigt den Wert der Prufgrof3e (=3 @a6, die gestrichelte vertikale Linie den
kritischen Wert, hier das 95%-Quantil i = 2, welches bei 5.991 liegt.
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Die Nullhypothese wird verworfen, wenn die PrifgedfoRer ist als der kritische Wert. Dies
ist hier der Fall. Wir kbnnen also die Nullhypoteesach Geschlecht und Journalpréaferenz
unabhangig voneinander sind, verwerfen. Wir kdraeiea davon ausgehen, dass Frauen eine
andere Zeitschriftenpraferenz als Manner haben.

Die p-value berechnet sich tber die PrifgroRe umdriNutzung dey?-Verteilung mit 2
Freiheitsgraden. Hier ist:

2
p-value =1 — F,. (zz("“'}i‘—f”'),df - z) =1-F »(37.6,df = 2) < 0.001
ij

Der p-value liegt unter 5%, also kann die Nullhyyaste verworfen werden.

L6ésung mit R

data <- read.csv("Bsp._2.1.csv")
head(data)

attach(data)
addmargins(table(Geschlecht, Journal))

chi <- chisq.test(table(Geschlecht, Journal))
chisexpected
chi

curve(dchisq(x, df = 2), xlim = ¢(-0.5, 40))
abline(v = qchisq(0.95, df = 2), Ity = 2)
abline(v = 37.6, lwd = 2, col = "red")

# p-value
1 - pchisq(37.599, df = 2)
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Aufgabe 11.7: Vegetarische Erndhrung

Bei einer Befragung zum Essverhalten werden 14&dfraind 130 Manner u.a. danach
gefragt, ob sie sich Gberwiegend vegetarisch eredhEs ergibt sich die folgende
Haufigkeitsverteilung der Angaben (vigkget ari er. csv).

n; Praferenz

Kein Vegetarier Vegetarier >
Frau 100 45 145
Mann 105 25 130
> 205 70 275

Mit einem Homogenitatstest soll untersucht weradésich die Préaferenz fir vegetarische
Ernahrung zwischen Frauen und Mannern unterscheldas Signifikanzniveau sei 5%.

LOsung

Die Frage ist hier, ob sich die Verteilung einegiveals (Praferenz fir vegetarische
Ernahrung) zwischen zwei Grundgesamtheiten (Frandrvianner) unterscheidet. Wie ist
dementsprechend die Nullhypothese zu formulieren?

Gemal der Nullhypothese haben beide Grundgesaeritié gleiche Praferenz:

Ho: Prein Veg,Frau — Pkein Veg,Mann undeeg,Frau = Pveg,Mann

Die Alternativhypothesél, ist, dass mindestens eine der Hypotheséfy ifalsch ist.

Wir Uberlegen nun, welche absoluten Beobachtungesr Gultigkeit vonH, zu erwarten

sind. Von 275 Teilnehmern sind 70 (25.45%) Vegetaund 205 (74.55%) nicht. Diese
Relation soll sich zwischen Mannern und Frauentruckerscheiden — werffy, wahr ist. Wir
kénnen also erwarten, dass von 145 Frauen 37 (e3@U&1) Vegetarier sein sollten und 108
(108.09) nicht. Entsprechend sollten von den 13aén 33 (33.09) Vegetarier sein und 97
(96.91) nicht.

Es ergibt sich folgende Tabelle fur die Werte baltigkeit vonHy, E;;:

Praferenz
Geschlecht keinVeg  Veg Sum
Frau 108.09091 36.90909 145
Mann 96.90909 33.09091 130
Sum 205.00000 70.00000 275

Die erwarteten Werte bei Gultigkeit véh, E;;, ergeben sich analog zum Test auf

Unabhangigkeit mit der Formel:
Zeilensumme;*Spaltensumme;
Eij = n
Der Test ist ansonsten analog zum Test auf Unalidiéeig Fur die Prifgré3e erhalten wir
L F. )2
Zz(nl]E.Eflj) — 4.43
ij
Die Zahl der Freiheitsgrade ist hier 1, da es gimheine 2x2 Kontingenztabelle handelt. Die
Dichte dery?2-Verteilung mit 1 Freiheitsgrad (= 1*1) ist hierrdastellt. Die rote vertikale
Linie zeigt den Wert der Prifgré3e (=4.43) an,ghstrichelte vertikale Linie den kritischen
Wert, hier das 95%-Quantil béf = 1, welches bei 3.841 (vgl. Losung mit R oder Tab414
liegt.
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Die Nullhypothese wird verworfen, wenn die PrifgedfoRer ist als der kritische Wert (der
Test ist immer oberseitig). Dies ist hier der Palir kbnnen also die Nullhypothese, nach der
Manner und Frauen die gleiche Praferenz fiur vegeta Erndhrung haben, verwerfen. Wir
kénnen hier also davon ausgehen, dass Frauentérkers Praferenz fur vegetarische
Ernahrung haben als Manner.
Die p-value berechnet sich tber die PrifgroRe umdriNutzung dey?-Verteilung mit 1
Freiheitsgrad. Hier ist:

2
p-value =1 — F,. (zz("“'}i‘—f”'),df - 1) =1—F .(443,df = 1) = 0.035

ij

Der p-value liegt unter 5%, also kann die Nullhypeste verworfen werden.

Losung mit R

getwd()

data <- read.csv("Vegetarier.csv")
head(data)

addmargins(table(data))

chi <- chisg.test(table(data))
addmargins(chi$expected)
chi

curve(dchisq(x, df = 1), xlim = ¢(-0.5, 10))
abline(v = qchisq(0.95, df = 1), Ity = 2)
abline(v = 4.43, lwd = 2, col = "red")

# p-value
1 - pchisq(4.43, df = 1)

Kapitel 12: Hypothesentests flr lineare Regressiound Korrelation

Aufgabe 12.1: Autos

Der DatensatAut os. csv enthalt Angaben zu Modell, Leistung (in PS), Vaulch

(kombiniert, in 1/100km) und GEEmissionen (in gC&km) von 30 Neuwagen im Jahr 2016.

a) Liegt eine statistisch signifikante Korrelation gahen Leistung und Verbrauch vor?
Fuhren Sie einen Hypothesentest fir die Korrelatdas Signifikanzniveau sei 5%)
durch. Interpretation.
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b) Berechnen Sie das 95%-Konfidenzintervall fur diéneaorrelation zwischen Leistung
und Verbrauch. Interpretation.
c) Fuhren Sie die Schritte a) und b) fur Leistung @@-Emissionen durch.

Losung a)

Sowohl Leistung als auch Verbrauch sind quantieaiderkmale. Als Korrelationsmal? ist
daher der Pearson-Korrelationskoeffiziept (hier alsr bezeichnet) zu verwenden. Wir
gehen von einer Zufallsstichprobe aus. Die Nulllilgpse ist dann:
Hy:p=0VS.Hy:p#0

mit p als wahre Korrelation in der Grundgesamtheit. Remrelationskoeffizient in der
Stichprobe ist Realisation einer ZufallsvariablkerUnter Gultigkeit vorH,, gilt

n-2
R /_1—122 ~Taf=n-2

Die Realisation der Testvariablen= r /% kann dann benutzt werden, um einen p-value

zu berechnen bzw. tiber den Vergleich mit dem khes Wert der t-Verteilung zu einer
Entscheidung tbdi, zu gelangen.
Wir berechnen hier zunéchst den Korrelationskoeeffiten (mitX als Leistung und’ als

Verbrauch) mit
Exy _ 66.87126

- = = 0.736039

OxO0y 81.13976%1.119709

Mit » = 0.736 ist die Korrelation positiv und relativ stark. D&geudiagramm zeigt einen
relativ starken, positiven linearen Zusammenhariddre Leistung geht einher mit héherem
Verbrauch und umgekehrt.
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Der Wert der Testvariablen ist

t=r |22 = 0.736039 /L = 5.753475
1-r 1-(0.736039)2

Der kritische Wert der t-Verteilung béf = n — 2 = 28 ist hiertj 9751qr=28 = 2.048. Da

t > t[o.975]ar=28 ISt, k6nnen wir die Nullhypothese, nach der ed@nGrundgesamtheit keine
Korrelation gibt, verwerfen. Der p-value &1 — F,(t,df = 28)) = 0. Die Korrelation
zwischen Leistung und Verbrauch ist also statistsgnifikant.

124



Ldsung b)
Das 95%-Konfidenzintervall fur die wahre Korrelatipwischen Leistung und Verbrauch
wird mit Fisher’sr-to-z Transformation bestimmt. Wir berechnen zunachstQ&#o-KI flrz.

Hierzu berechnen wir
1+r

z=1In (1—) —0.94178

und die Standardabweichung

s(z) = |— = 01924501

Mit diesen Werten lasst sich das 95%-KI fur den ngalz-Wert in der Grundgesamtheit
bestimmen.

KI1(0.95),,. = z + 1.96 * s(z) = [0.5645848,1.318975]

Die untere und obere Grenze des Intervalls konaen gviederum transformiert werden, um
die untere und obere Grenze des Kldizu erhalten. Die Transformation ergibt sich mit

1 147 e?z_1
z==-Inl—)or=——
2 1-r e??2+1

Wir erhalten dann
K1(0.95), =[0.5113712,0.8665289]

Ldsung c)
Betrachten wir nun die Korrelation zwischen Leigfwmd CQ-Emission. Das
Streudiagramm zeigt wiederum einen relativ starkesitiven linearen Zusammenhang.
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Der Korrelationskoeffizienten (mi als Leistung und als CQ-Emission) ist

r =0.7231656

Wir erhalten fur die Prufgrof¥e = 5.5404. Der p-value ist wiederum nahe Null. Das 95%-
Kl ist [0.4907548 0.8595044]. Die Berechnung ist analog zu a) und b).

Die Ursache dafur, dass die Korrelation zwischestuag und C@Emission einerseits und
Leistung und Verbrauch andererseits praktisch idemist, liegt darin, dass zwischen
Verbrauch und C®Emission ein fixes Verhaltnis existiert. Bei dezrdrennung von 1 Liter
Benzin entstehen immer 2333 g/£@nabhangig von der gewéhlten Technologie) Diggt ze
auch das Streudiagramm zwischen Verbrauch ungdEp@ssion. Zum Beispiel ergeben sich

125



aus einem Verbrauch von 10L/100km £Bmissionen in Héhe von 10*2333g&@000km =
233gCQ/km.

Kennt man also den Verbrauch eines Pkw, ist auelC@-Emission bekannt und umgekehrt.
Das Streudiagramm unten zeigt die fast perfektedfation zwischen Verbrauch und €O
Emission.
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Losung mit R
getwd()
data <- read.csv("Autos.csv")
head(data)
attach(data)
summary(Leistung)
summary(Verbrauch)
summary(CO2)
plot(Leistung, Verbrauch,
xlim = ¢(0, 500), ylim = ¢(0, 10),
xlab = "Leistung in PS", ylab = "Verbrauch (komb.) in L/100km",
cex =2)
grid()
#
#a)
sd(Leistung)
sd(Verbrauch)
cov(Leistung, Verbrauch)
cov(Leistung, Verbrauch)/(sd(Leistung)*sd(Verbrauch )
r <- cov(Leistung, Verbrauch)/(sd(Leistung)*sd(Verb rauch)); r

n <- length(Leistung); n
t <- r*sqrt((n-2)/(1-r"2)); t
qt(0.975, df = n-2)

# p-value
2*(1 - pt(t, df = n-2))

cor.test(Leistung, Verbrauch)
plot(Leistung, CO2,

xlim = ¢(0, 500), ylim = ¢(0, 220),
xlab = "Leistung in PS", ylab = "Emission CO2 in g/ km",
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cex =2)
grid()
#

#b)

z <- 0.5*log((1+1)/(1-n); z

s <- sqgrt(1/(n-3)); s

Kl_z_u<-z-qnorm(0.975)*s; KI_z_u

Kl_z_o0 <-z + gnorm(0.975)*s; Kl_z_o

e <-exp(l); e

KI_u <- (eM2*Kl_z_u) - 1)/(en(2*Kl_z_u) + 1); KI_u
Kl_o <- (e"(2*Kl_z_o) - 1)/(e™(2*KI_z_o0) + 1); Kl_o
#
#¢)

plot(Verbrauch, CO2,

xlim = ¢(0, 10), ylim = c(0, 220),

xlab = "Verbrauch (komb.) in L/200km", ylab = "Emis sion CO2 in g/km",
cex =2)
grid()

cor.test(Leistung, CO2)
cor.test(Verbrauch, CO2)

Aufgabe 12.2: Zeugnisnoten

Der DatensatNot en. csv enthalt Zeugnisnoten von 20 Schulern fur die Fadhgsik und

Mathematik.

a) Schatzen Sie die Korrelation zwischen beiden Meldma#nterpretation.

b) Liegt eine statistisch signifikante Korrelation ?dflihren Sie einen Hypothesentest fi
die Korrelation (das Signifikanzniveau sei 5%) durmterpretation.

=

L6sung a) und b)

Noten sind qualitative Merkmale, die ordinal skdlsnd. Als Korrelationsmal3 ist daher der

Spearman-Korrelationskoeffizient? zu verwenden. Wir gehen von einer Zufallsstichprob

aus. Die Nullhypothese ist dann:

Hy: pSP = 0 vs.Hy: pSP # 0

mit p°? als wahre Korrelation in der Grundgesamtheit. Remelationskoeffizient? in der

Stichprobe ist Realisation einer ZufallsvariabR¥. Unter Gliltigkeit vorH, gilt

RSP n—2
1—(RSP

wennn > 10 ist.

Die Realisation der Testvariablens r-? /#_Szp)z kann benutzt werden, um einen p-value
—\r

)2 "’Tdf=n—21

zu berechnen bzw. tber den Vergleich mit dem khes Wert der t-Verteilung zu einer
Entscheidung Ubdt, zu gelangen.

Betrachten wir zunachst das Streudiagramm der N&teses legt nahe, dass zwischen den
Réangen ein mittelstarker, negativer linearer Zusantmng existiert.
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Note in Mathe

Wir berechnen hier zunéchst den Korrelationskoeifiten (mitX als Note in Mathe und
als Note in Musik). Hierzu miussen wir zunachstRigage (mirg_Ma undrg_Mu als
Réange fur Mathe bzw. Musik) bestimmen. Es ergith $olgende Tabelle:

Mathe Musik rg_Ma rg_Mu
3.7 1.0 150 15
1.7 2.0 4.0 10.0
1.3 3.0 2.0 14.0
40 13 17.0 45
2.0 5.0 55 19.0
33 1.7 125 75
33 1.7 125 75
3.7 1.0 150 15
3.0 1.3 105 45

10 2.0 5.0 55 19.0

11 3.0 4.0 105 17.0

12 27 1.3 85 45

13 50 2.3 19.0 12.0

14 3.7 2.0 15.0 10.0

15 2.3 3.3 7.0 15.0

16 1.3 2.7 2.0 13.0

17 50 1.3 19.0 45

18 1.3 3.7 2.0 16.0

19 2.7 5.0 85 19.0

20 5.0 2.0 19.0 10.0

O©CoO~NOUITA,WNBE

Aus den Réangen bestimmen wir dann Kovarianz unétiadardabweichungen und
berechnen den Spearman-Korrelationskoeffizienten

¢ -19.84211
rSp = 10100 = —0.5746958
Grgx)Brg(y)  5.880387+5.871429

Mit rP = —0.575 ist die Korrelation negativ und mittelstark. Hébétotenrange fur Mathe
gehen einher mit niedrigeren Notenrangen in Musitt umgekehrt. Kurz: Wer relativ gut ist
in Mathe, ist relativ schlecht in Musik.

Die Berechnung der Prifgréfe ist (fiir> 10) analog zum Pearson-
Korrelationskoeffizienten. Hier ist = 20 und

t =7 |22 — _0.5746958 |—— = —2.979381
1—(r5p) 1—-(—0.5746958)2
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Der kritische Wert der t-Verteilung béf = n — 2 = 18 ist hiertj 9751qr=18 = 2.101. Da
|t] > t[o.0751ar=18 iSt, kONNen wir die Nullhypothese, nach der edanGrundgesamtheit
keine Korrelation gibt, verwerfen. Der p-value2§tl — F,(|t|,df = 18)) = 0.008. Die
Korrelation zwischen den Notenranken fir Mathe Mhik ist also statistisch signifikant.

L6ésung mit R

data <- read.csv("Noten.csv")
head(data)

attach(data)

plot(Mathe, Musik,

xlab = "Note in Mathe", ylab = "Note in Musik",
cex = 2, xlim = ¢(1,5), ylim = c(1,5))

grid()

# Réange

rg_Ma <- rank(Mathe)

rg_Mu <- rank(Musik)

# Tabelle
tab <- data.frame(Mathe, Musik, rg_Ma, rg_Mu); tab

cov(rank(Mathe), rank(Musik))

sd(rank(Mathe))

sd(rank(Musik))

r <- cov(rank(Mathe), rank(Musik))/(sd(rank(Mathe))
# Berechnung t-Wert/Priifgroie

n <- length(Mathe); n

t <- rrsqrt((n-2)/(1-r*2)); t

# kritischer Wert
gt(0.975, df = n-2)

2*(1-pt(abs(t), df = n-2))

# oder
cor.test(Mathe, Musik, method = "spearman")

Aufgabe 12.3: Bildung und Stundenlohn

*sd(rank(Musik))); r

Betrachten Sie die Angaben in Bsp. 5.4. SchatzedaSi Modell

log Lohn = B, + B Bildung

Prifen Sie die Modellannahmen und untersuchen Bieimem Hypothesentest, ob der
Anstiegsparameter statistisch signifikant von Nalischieden ist. Das Signifikanzniveau S

5%. Interpretation.

Losung

Wir wollen das Modellog Y = g, + 3, X schatzen, miX = Jahre in Bildung unif =

Stundenlohn in USD.

Wir schatzen die Parameigy undg; mit den Formeln

= 0.2356746

f, = éxy _ 2468972
17 82 7 1047619
und

Bo =y — 1% = 2.773468 — 0.2356746 * 13 = —0.2903015

Damit ist das geschatzte Modell

log Lohn = —0.2903 + 0.2357Bildung
bzw.

logY = —0.2903 + 0.2357X

ei



Man beachte, dass es keine Rolle spielt, ob madenigeschatzten Werten fir die
Grundgesamtheit arbeitety(, 67) oder aber mit den Werten der Stichprobg (o3).
Wir prifen nun die Modellannahmen:
1. Linearitat: Es muss ein linearer Zusammenhang h&isX und Y vorliegen. Das

Streudiagramm zeigt, dass zumindest naherungseigismearer Zusammenhang

log(Stundenlohn in USD)

ols$residuals
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Unabhangigkeit der Fehlerterme: Die Residuen disfeim nicht gegenseitig
beeinflussen. Da wir von einer Zufallsstichprobegahen kdnnen, kann diese

Annahme als erfiillt angesehen werden.

Konstante Varianz der Fehlerterme: Die StreuungRésiduen um die
Regressionsgerade muss konstant sein. Hierfldlersteir ein Streudiagramm vax
bzw. der prognostizierten Werte und den Residuéar. dtarf keinerlei Struktur
erkennbar sein. Die beiden folgenden Abbildungegeredies.
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4. Normalverteilung der Fehlerterme: Die Fehlertermder Grundgesamtheit missen
einer Normalverteilung folgen. Hierflr betrachteim éie Residuen in der Stichprobe.
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Folgen diese ndherungsweise einer Normalverteilkaungy diese Annahme als erfillt
angesehen werden. Wie beide Abbildungen zeigedidsthier der Fall.

Histogram of ols$residuals Normal Q-Q Plot
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Wie wollen nun mit einem Hypothesentest prufengdebAnstiegsparameter unseres Modells
statistisch signifikant von Null verschieden ist.

Ausgangspunkt sind die Hypothesen:

Hy:B1 =0VS.Hy: 3, #0

fur den wahren Anstiegsparameter in der GrundgdssamAls Testvariable kann

El_ﬁl

se@y ~ Taf=n=2

verwendet werden. Der Standardfehler des Anstiegepeters wird dabei geschatzt mit

N _ G5
SE(B:) = oxVn—1
Hierbei ist

6_ _ Z(y_j})z_ Z_eZ
E— n-—2 - n-—2

die geschatzte Standardabweichung der Fehlertermsedie Zahl der Beobachtungen ufd
ist die geschéatzte StandardabweichungXon
Basierend auf den = 22 Beobachtungen erhalten wir

5\ _ Op __ 03263489
SE(B:) = GxVn—-1  3.236694v21 0.02200244
und fr die Prufgrol3e

_ Bi=Bs _ 0.2356746-0 _ 10.71129

T SE(B1)  0.02200244
Dieser Wert ist grol3er als der kritische Wert, loias 97.5%-Quantil der t-Verteilung bei 20
Freiheitsgradenty 975)ar=20 = 2.085963. Der p-value isR = (1 — F.(t,df = 20)) ~ 0. Wir
kénnen also die Nullhypothese verwerfen und scehe@dass der Anstiegsparameter
statistisch signifikant von Null verschieden istldBng hat also einen statistisch
signifikanten, positiven Effekt auf den (logaritrerten) Stundenlohn.

Losung mit R

data <- read.csv("Bsp._5.4.csv")
head(data)

attach(data)

summary(educ)
summary(wage)
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summary(log(wage))

# Streudiagramm

plot(educ, log(wage),

xlab = "Jahre in Bildung",

ylab = "log(Stundenlohn in USD)",
cex =2)

abline(Im(log(wage) ~ educ))
grid()

# Schatzung des Modells
ols <- Im(log(wage) ~ educ)
summary(ols)

cov(log(wage), educ)
var(educ)

bl <- cov(log(wage), educ)/var(educ); bl
b0 <- mean(log(wage)) - b1*mean(educ); b0

n <- length(educ); n

err <- ols$residuals

pred <- ols$fitted.values

SD_E <- sqrt(sum(err*2)/(n-2)); SD_E
# oder auch
sqrt(sum((log(wage)-pred)*2)/(n-2))

SE_b1 <- SD_E/(sd(educ)*sqrt(n-1)); SE_b1

t bl <- (b1 -0)/SE_b1;t bl

qt(0.975, df = n-2) # krit. Wert

p.value_b1l <- 2*(1-pt(t_b1, df = n-2)); p.value_bl

# Plot predicted values vs. residuals
plot(ols$fitted.values, ols$residuals, cex = 2)
grid()

# Plot X values vs. residuals
plot(educ, ols$residuals, cex = 2)
grid()

# Histogramm residuals
hist(ols$residuals)

# qgplot
ggnorm(ols$residuals, cex = 2)

qqgline(ols$residuals)
grid()

Aufgabe 12.4: Getreide

Der Datensatzer eal s. csv enthalt Angaben zu PreiseR)(und Mengen) von Weizen
und Gerste (vgl. aucter eal s. t xt).
Schatzen Sie fur beide Getreidesorten die Modelle

Q =Po+ p1P undlogQ = By + B, log P
Prifen Sie die Modellannahmen und flhren Sie dihygothesentest fir den
Anstiegsparameter durch. Interpretation und Vergfidieider Modelle.

Hinweis: Im Buch wurden leider die Variablen vertauschie Menge Q ist soll hier die
abhangige und der Preis P die unabhangige Varigkia.

Lésung
Wir [6sen diese Aufgabe nur mit R. Zunachst schritie das lineare Modelld = 3, +
B, P) fir Weizen. Der Regressionsoutput ist:
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Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 378961.8 57819.3 6.554 3.25e-08 **

p_wheat -1889.8 400.8 -4.715 2.04e-05 ** *

Signif. codes: 0 “*** 0.001 **' 0.01 **’ 0.05 *. 011
Residual standard error: 52470 on 49 degrees of fre edom
Multiple R-squared: 0.3121, Adjusted R-squared: 0.2981
F-statistic: 22.23 on 1 and 49 DF, p-value: 2.041e -05

Das Streudiagramm zeigt, dass naherungsweiseneigrér Zusammenhang vorliegt.

Weizen: lineares Modell
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Eine Preiserh6hung um 1 GBP (Pfund Sterling) fokrtWeizen im Mittel zu einer

Nachfragereduzierung von 1889.8 Tonnen. Betracktedie Abbildungen zum Prifen der

Modellannahmen.
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Normal Q-Q Plot Residuen in tund t-1
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Die Erklarungskraft des Modells ist mit eindth = 0.31 relativ hoch. Die Annahmen der
linearen Regression sind relativ gut erfiillt. Adliergs liegen hier Zeitreihenbeobachtungen
vor (Wochen). Wenn wir die Residuentiim einem Streudiagramm mit den Residuen in

t — 1 darstellen (Abbildung rechts oben), dann zeidt,silass es eine positive Korrelation
zwischen den Residuentrundt — 1 gibt (,Autokorrelation®, d.h., die Fehler korreten mit
sich selbst). Damit ist die Annahme unabhangigeidRen verletzt. Dies ist zwar unkritisch
fur den geschéatzten Anstiegsparameter, macht ameSjnifikanztest ungultig. Der p-value
ist also mit Vorsicht zu geniel3en.

Nun betrachten wir das log-lineare Modétid Q = S, + 3, log P) fur Weizen. Der
Regressionsoutput ist:

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 24.9048 3.0367 8.201 9.42e-11* *x
log(p_wheat) -2.7250 0.6126 -4.448 4.98e-05 * *x
Signif. codes: 0 “***' 0.001 **' 0.01 *' 0.05 . 011
Residual standard error: 0.5696 on 49 degrees of fr eedom
Multiple R-squared: 0.2876, Adjusted R-squared: 0.2731
F-statistic: 19.79 on 1 and 49 DF, p-value: 4.98e- 05

Das Streudiagramm zeigt, dass naherungsweiseneigsrér Zusammenhang vorliegt.
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Weizen: log-lineares Modell
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Eine Preiserh6hung um 1% fuhrt im Mittel bei Weizeneiner Nachfragereduzierung von

2.7%. Es liegt also eine elastische Nachfrageraaktor. Betrachten wir die Abbildungen
zum Prifen der Modellannahmen.
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Histogram of ols$residuals
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Die Erklarungskraft des Modells ist mit eindth = 0.29 geringfligig schwacher als die des
linearen Modells. Die Annahmen der linearen Regoessind relativ gut erfullt. Allerdings
zeigt sich auch hier, dass es eine positive Karoglawischen den Residuentmundt — 1
gibt (,Autokorrelation®, d.h., die Fehler korrelem mit sich selbst). Damit ist die Annahme
unabhangiger Residuen verletzt. Dies ist zwar tiskh flr den geschatzten
Anstiegsparameter, macht aber den Signifikanztegiiltig. Damit ist auch hier der p-value
mit Vorsicht zu verwenden.
Welches Modell sollte nun verwendet werden? Beideldlle liefern ein ahnliche®? und
schneiden auch hinsichtlich der Modellannahmeniéialb. Diese Entscheidung h&ngt von
der Verwendung des Anstiegsparameters ab. Ubliaisenst die konstante

8Q

Nachfrageelastizitdf, p = - von Interesse. In diesem Fall sollte das log-liee@dodell

P
verwendet werden, denn es gilt:
sQ

B = Eqp = s%

P
Wir kénnen also den Anstiegsparameter des log-lere®odells direkt als
Nachfrageelastizitat interpretieren.
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Wenn dagegen eine Prognose uber das absolute Bgethérhalten nétig ist, sollte besser mit
dem linearen Modell gearbeitet werden. In diesetigta

a 85Q
P = 5P
Betrachten wir nun Gerste und das lineare Modell.

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>[t])

(Intercept) 99719.4 17432.9 5.720 6.3e-07 ** *
p_barley -575.0 136.4 -4.217 0.000106 ** *

Signif. codes: 0 “***' 0.001 **' 0.01 *' 0.05 . 011
Residual standard error: 11290 on 49 degrees of fre edom
Multiple R-squared: 0.2663, Adjusted R-squared: 0.2513
F-statistic: 17.78 on 1 and 49 DF, p-value: 0.0001 063

Eine Preiserhbhung um 1 GBP fuhrt bei Gerste imtéVl#u einer Nachfragereduzierung von
575.0 Tonnen. Die Nachfragekurve verlauft alsohtaals bei Weizen. Wir verzichten hier
auf eine Diskussion der Annahmen (vgl. R).

Gerste: lineares Modell
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Fur Gerste und das log-lineare Modell ergibt sich:

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>[t])

(Intercept) 24.1153 4.3016 5.606 9.41e-07 rkk
log(p_barley) -2.9082 0.8881 -3.274 0.00195 *x
Signif. codes: 0 “*** 0.001 **' 0.01 **’ 0.05 *. 011
Residual standard error: 0.5775 on 49 degrees of fr eedom
Multiple R-squared: 0.1795, Adjusted R-squared: 0.1628
F-statistic: 10.72 on 1 and 49 DF, p-value: 0.0019 46
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Gerste: log-lineares Modell
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Eine 1%-ige Erh6hung des Preises fur Gerste redwdieeNachfrage um im Mittel 2.9%. Die
Nachfrage ist also noch etwas elastischer als féizew.
Hinsichtlich der Annahmen gilt das Gleiche wie Yieizen.

Losung mit R

data <- read.csv("cereals.csv")
head(data)

attach(data)

names(data)

# Weizen, lineares Modell
ols <- Im(q_wheat ~ p_wheat)
summary(ols)

plot(ols$fitted.values, ols$residuals, cex = 2)
grid()

hist(ols$residuals)
ggnorm(ols$residuals, cex = 2); qqline(ols$residual S)

grid()

e <- ols$residuals

length(e)

plot(e[-51], e[-1],

main = "Residuen in t und t-1",
xlab = "Residuen in t",

ylab = "Residuen in t-1",

cex =2)

grid()

cor.test(e[-51], e[-1])

# Exkurs zum lag t-1
x<-¢(15,6,3,9)
x[-1]

# Exkurs Ende

plot(p_wheat, g_wheat,

main = "Weizen: lineares Modell",
xlab = "Preis in GBP",

ylab = "Menge in Tonnen", cex = 2)
abline(Im(g_wheat ~ p_wheat))
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# Weizen, log-lineares Modell
ols <- Im(log(g_wheat) ~ log(p_wheat))
summary(ols)

plot(ols$fitted.values, ols$residuals, cex = 2)
grid()

hist(ols$residuals)
ggnorm(ols$residuals, cex = 2); qqgline(ols$residual S)

grid()

e <- ols$residuals

length(e)

plot(e[-51], e[-1],

main = "Residuen in t und t-1",
xlab = "Residuen in t",

ylab = "Residuen in t-1",

cex =2)

grid()

cor.test(e[-51], e[-1])

plot(log(p_wheat), log(q_wheat),

main = "Weizen: log-lineares Modell",
xlab = "log(Preis in GBP)",

ylab = "log(Menge in Tonnen)", cex = 2)
abline(Im(log(q_wheat) ~ log(p_wheat)))
grid()

# Gerste, lineares Modell
names(data)

ols <- Im(q_barley ~ p_barley)
summary(ols)

plot(ols$fitted.values, ols$residuals, cex = 2)
grid()

hist(ols$residuals)
ggnorm(ols$residuals, cex = 2); qqgline(ols$residual s)

grid()

e <- ols$residuals

length(e)

plot(e[-51], e[-1],

main = "Residuen in t und t-1",
xlab = "Residuen in t",

ylab = "Residuen in t-1",

cex =2)

grid()

cor.test(e[-51], e[-1])

plot(p_barley, q_barley,

main = "Gerste: lineares Modell",
xlab = "Preis in GBP",

ylab = "Menge in Tonnen", cex = 2)
abline(Im(g_barley ~ p_barley))
grid()

# Gerste, log-lineares Modell
ols <- Im(log(g_barley) ~ log(p_barley))
summary(ols)

plot(ols$fitted.values, ols$residuals, cex = 2)
grid()
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hist(ols$residuals)
ggnorm(ols$residuals, cex = 2); qqgline(ols$residual

grid()

e <- ols$residuals

length(e)

plot(e[-51], e[-1],

main = "Residuen in t und t-1",
xlab = "Residuen in t",

ylab = "Residuen in t-1",

cex =2)

grid()

cor.test(e[-51], e[-1])

plot(log(p_barley), log(q_barley),
main = "Gerste: log-lineares Modell",

xlab = "log(Preis in GBP)",

ylab = "log(Menge in Tonnen)", cex = 2)
abline(Im(log(q_barley) ~ log(p_barley)))
grid()
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